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AVERTISSEMENT. 

La plupart des morceaux que renferment ca 
Volume & le futvant, font faits il y a trois ou 
quatre années, & quelques-uns même depuij 
bien plus long-temps. Ce feront vraifemblable- 
ment , à peu de chofe près , mes derniers Ou- 
vrages Mathématiques, ma tête, fatiguée par 
quarante-cinq années de travail en ce genre, 
n'étant plus guère capable des profondes re- 
cherches qu'il exige. Un de mes amis a même 
bien voulu mepargner le travail pénible de la 
correction des épreuves. Les imperfections iné- 
vitables du manufcrit ont occalionné des fautes 
d'impreflîon, dont j'ai remarqué quelques-unes 
en parcourant les feuilles imprimées ; on trou- 
vera les principales dans ÏErrata ; je me flatte 
que les autres feront aifées à corriger. On pourra 
Op. Mal, Tom. VII. a 
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ij AVERTISSEMENT. 

auflî , pour certains éclaircilTemens , confulter 
YAppendïce qui termine chaque Volume. 

Je demande donc aux Géomètres pour ces 
deux Tomes de mes Opufcules , plus d'indul- 
gence encore qu'ils n'ont bien voulu en avoir 
pour les precédens ; & je ferai content de ce 
dernier fruit de mon travail , sJîLs y trouvent au 
moins quelques vues dont ils puiflent tirer un 
meilleur parti que moi, ce qui ne leur fera 
pas difficile. 
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OPUSCULES 

MATHÉMATIQUES. 



LU. MÉMOIRE. 



Réflexions fur la Théorie des Rejforts. 

i. Il me femble que la Théorie de la tenlîon des 
redora , telle que les Géomètres l'ont donnée jufqu a 
préfent, lailîe beaucoup à de/irer. Voici quelques doutes 
fur ce fujet; je les foumets à leur jugement. 

2. On fuppofe ordinairement que le reflbrt BA 
(Fïg. i ) <ïtant fixe en S, & tendu par un poids P , 
l'effort du poids P en M elt proportionnel au moment 
PxAQ de ce poids, & que cet effort eil outre êçia 
en raifon de la courbure en M, c'eit-à-dire, en raiTon 

Op. Mat. Tem. VU. A 
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a SUR LA THÉORIE 

inverfe du rayon ofculateur ; ce qui donne l'équation 

de la combe que les Géomètres ont nommée étaf- 

On .peut demander d'abord comment le poids P 
peut agir en M par un bras de levier î On le conce- 
vroit aifcfment fi A M étoit une ligne roide Bt inflexible, 
mais elle ne l'eft pas. 

4. Cette première difficulté ( Fig. a ) 3 pourtant une 
folurion; car on peut évidemment confidérerie refibrt 
bandé comme une fuite de lignes droites infiniment 
petites & inflexibles BR, RG , GO, OA, &c. fai- 
fant entr'elles des angles infiniment obtus B RG , 
RGO,6tc. & auxquelles foient appliquées en R, G, 
O , êtc. ou même , fi l'on veut , dans tous les points 
des petits côtés inflexibles BR, RG, tue. des puif- 
fances que je nomme S, & qui tendent à remettre' 
tous ces petits côtés en ligne droite les uns avec les 
autres. Ces puifiances (pour rendre la foludon plus 
générale) peuvent être fuppofées dirigées comme on 
voudra, & faifant avec ceB petits côtés des angles va- 
riables quelconques. 

j. Cela pofé, il eft facile de démontrer par les 
principes de la Méchanique , que le moment du poida 
P par rapport i un point quelconque, R, par exemple, 
eft égale a la fomme des momens des puiffances K 
de tout l'arc RA , par rapport au même point R. 

6. En effet , les petites lignes BR,RG, Sec. étant 
Eippofées mobiles autour des points R, G, O, Sec. 
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DES RESSORTS. j 
îl eft clair que pour l'équilibre entre le poids P & les 
puiflânces K , il faut qu'à chaque angle R, G, Stc. 
la force réfultante de l'action du poids P & de rouies 
les puiffances K de l'arc AR, AG, Ôcc. foie dirigée 
fuivant RG, GO, flec. autrement les petites lignes 
RG, GO, &c. fouffriroient encore quelque flexion 
autour des points R, G, &c. 

7. Or dans cette firuation d'équilibre , qu'on fup- 
pofe fucce Hivernent un point fixe eii R, en G, &c. 
& la partie RGOA , GO A, &c. absolument roide 
Èc inflexible, il eil évident que l'équilibre fubfiftera. 

S. Donc la fumme des momens des puiflanecs K 
en K , en G, eft = au moment du poids P pat 
rapport à K, à G, (xc. 

$. Imaginons Maintenant les pullT.nces K décom- 
pofées (l'ig. i) en puiffances X parallèles aux x(AQ) 
& en puillances Y parallèles au- y'.QM) Se. nommant 
l'arc AAI, s, nous auro:fe U <iirTérence du moment 
du poids P par rappOTt i M, c'ell j-dire, PJx-^i ï 
h différence des momens des puuTances Kpar rapport 
à M, c'eft-à-dire, dyfYds , plus la différence des mo- 
mens des puuTances X par rapport à M , c'eft-à-dire , 
dyfXdsj donc fi l'on appelle a le complément de 
l'angle AMQ que la courbe fait en M avec la ver- 
ticale MQ, on aura, à caufe de dx=ds col". «, Sx. 
dy =ds fin. a , l'équation 

Pds cof. aœds cof. afYds + ds fin. m/Xds, ou 

P ~~fYds** tang. » x fXds , fit en dirKrentiant de 
Aii 



Digitized by Google 



4 SUR LA THÉORIE 

nouveau, —Yds= %aap u Xds-i-d rang. a/Xds , 

ou J(ang' "j '=/Xds. Donc en fuppofant 

tang. u=n , on aura ^[(-^-)(J'-t- I X)]=— 

& fuppofant encore ds=pdi, on aura <î(/> y-t-n^) 

=-pXdï. ^ ^ 

defXds; ce qui donne une autre forme à l'équation. 

1 1. Or fans pouiTer plus loin cette analyfe , il me 
iémble d'abord que la folution eft iinpoflible , fi la 
direction A? du poids P n'en: pas tangente de la courbe 
en A i car il eft d'abord évident que pour l'équilibre 
la force en A résultante de l'action du poids P Si des 
forces X & Y appliquées en A, doit être dirigée fui- m 
vam (Fig. 2) AQ; autrement il y auroit une nou- 
velle flexion en O. Donc, fi l'on fuppofoit l'angle OAZ 
aigu, les forces X , Y appliquées en A, devroienc 
fore chacune du même ordre que la force du poids P, 
Donc les forces X & Y voifines de celles du point 
A, devraient auflî être du infime ordre que_i>, au- 

prellîon de ces forces ; & il feroit de plus nécefiaire 
( pour l'obfervation de la même loi de continuité ) que 
cela fut toujours alnfi , excepté tout au plus en quel- 
ques points ifoiés de la courbe BRGOA; puifque 
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DES RESSORTS. j 
les forces X & Y, après avoir érc" finies dam un certain 
efpace de la courbe, ne peuvent être fuppofées infi- 
niment petites dans le relie de cette même courbe. 

13. Mais fi d'un autre côté les puiffances X & Y 
étoient par toute la courbe du même ordre que le 
poids P, elles ne pourroient lui faire équilibre, puif- 
que la (brame des momens de ces puiffances par rap- 
port à un point quelconque R , ferait infiniment plus 
grand que le moment du poids Ppar rapport au même 
point Ri ce qui ferait contraire à l'article f ci-deflus. 

i;. Donc dans tous les points d-ï la courbe AOGR, 
& par conféquent aufli au point A, les forces X & Y 
doivent être infiniment petites par rapport au poids P. 

14. Donc la puiflhiice K tu A , rJlultaiite des forces 
X & Y elf aufli infiniment petite par rapport au même 
poids P ; 6: puifque k force réfultante du poids P ÎC 
de la force K en A doit être dirigée fuivant AO , il 
s'enfuit que le premier côté AO de la courbe fait un 
angle infiniment petit avec la direction du poids P , 
c'elt-à dire qu'il eft dans cette direction , & par con- 
féquent vertical. 

i;. Imaginons préfentement que les forces qui ten- 
dent le relfort , au lieu d'être décompofées paralléle- 
menr aux x & aux y , le foient en chaque point dans 
la direction des petirs côtés à s de la courbe , & dans 
une direction perpendiculaire à ces petits côtés, 6c 
nommons S les premières de ces puiffances , & f les au- 
tres, on verra d'abord, i°. que j> doit être infiniment 
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g SUR LA THÉORIE 

pedt au point A. a". Que P~fSds fera la force qui 
tirera chaque pedt côté de la courbe fuivant fa lon- 
gueur. 3°. Que cette force en produira une autre per- 
pendiculaire au petit côté fuivant, & égale à — — 
(P — fSds), R étant le rayon ofculateur en iU(Fig. 1). 
4*. Que cette dernière force ~(P — /Wî) doit être 
c=_p, afin que le côté fuivant foie tiré en ligne droite. 
D'où il eit clair que chacune des forces j> doit être 
infiniment petite par rapport au poids P. 

16. On voit aufiî que les forces S doivent de même 
Être infiniment petites par rapport à P , excepté tout 
au plus en quelques points iiblés de la courbe A M, 
puifqu'autremenr fSds ferait infini par rapport à P , 
ce qu'on ne fauroit fuppofer ici. 

17. Imaginons donc que g; foit la pefanteur, & M 
la maffe du poids P , on aura d'abord P =g. M; fup- 
pofons enfuite que a.'is foir la maffe de chaque petite 
portion de la courbe AM, que je .regarde comme 
un corps folide très-mince, dont i'épaifieur en M elt 
mfi fuient enfin y, <r, les forces variables appliquées 
en chaque point , on pourra fuppofer i=n', & j> = 
yaSdt, d'oil l'on aura g.M — fa^ds^Rya.'.; donc 
— sds~d(yR) , en fuppofaut pour plus de Simpli- 
cité »' confiant dans toute l'étendue de la courbe. 

18. Si i= 0 , c'elî-à-dire, fi le reûort eft inexien- 
fible fuivant là longueur, fit Amplement flexible, il ne 
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DES JIESSOR'TS. 7 
reft«ra que les forces y, & on aura yfi=à une 
confiance, c'eft-à-dire, y en raifon inverfe de Jî, ce 
qu'on fait depuis long-temps ; de plus il eft clair , par 
l'article îc , que dans cette hypothèfe il ne peut y 
avoir d'équilibre , à moins que la direction A P ne 
foit tangente de la courbe en A. 

ip. Or tous les Auteurs qui ont donné jufqu'icï de» 
folurions du problême de la courbe élaftique , fuppo- 
fent , ce me femble , que-la direction du poids P fait 
en A un angle aigu avec la courbe , la tangente au 
point fixe B étant horifontale. Voyez l'Ouvrage ie 
M. Euler, Methodas iiivenUittti lineas atnWi &c. 
page 26S. 

20. Cette hypothèfe, dira-t-on, paraît confirmée 
par l'expérience; car fi on fixe en S un reflbic d'acier, 
par exemple, il paroît (è courber de manière que 
l'sagl^RAM eft aigu. 

ai. On pourroït dire que l'expérience trompe les 
yeux là-deflus , & qu'il efi abfolument nécefiaire que 
l'extrémité des fibres du reilbrt en A fait dirigée fiu- 
vant AP , autrement la force y en A devroit être d« 
même ordre que P , Se la force y infiniment près du 
point A , ferait infiniment petite par rapport à P ; ce 
qui patoit choquant Mais j'avoue que cette réponfe 
à la difficulté ne paroît pas fatisfàifante , flr. que l'ob- 
fervarion y femble abfolument contraire. 

23. Ce n'eft pas tout. La conféq«ence de yR = à 
une confiante , parait avoir un inconvénient , c'eft qu'il 
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en réfulteroit que le reffort pourroit prendre une figure 
courbe quelconque. -En effet, il paroit très-naturel de 
fuppofer que la force infiniment petite yds.a? qui tend 
Iremettrecn ligne droite les deux petits { Fig. a ) cotes 
RG, GO, eft proportionnelle à l'angle infiniment 
petit OGQ , en forte que fi on appelle a la force qui 
répond à un angle infiniment petit a', pris à volonté, 

g Md, PJ, , Pds . ds 

— ou—-—; donc --—-==— x — , i exprimant 

le finus total ; d'où a = Or de-là il paroit 

s'enfuivre , i°. que fi le refibrt a une telle force élaf- 

tique , que a = — , il peut prendre toutes fortes 

de figures étant tendu par le poids P, pourvu que AP 
foit tangente en A. 2°. Que fi a> — le reffort ne 
pourra jamais Être fléchi par !e poids P, mais reliera 
fitué horifontalement & en ligne droite. 3°. Que fi 

a<: ~^~~ • le P oids P fi&hîra le reffort jufq»i Iu i 
faire prendre la fituatîon reSiiigne verticale. 

13. Je demande aux Géomètres fi ces réfultats leur 
paroiiïent vrais, & conformes à l'expérience. Je doute 
qu'ils conviennent qu'un reffort plié par un poids , peut 
prendre toutes fortes de courbures; cependant la fup- 
pofition fur laquelle cette afiertion eft fondée , paroit 
allez 
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DES RESSORTS. ^ p 

affez naturelle , (avoir que. la force y qui , en venu du 
reflbrc , agit à chaque point de la courbe perpendi- 
culairement à la courbe mime , eli en raifon imrerfe 
du rayon de courbure. 

24. Cette iuppoikion mime r.c paraît pas s'éloigner 



1er Se Daniel Bernovilii (Wvrcz Mémoires de Peterfc. 
Tome IU, pag. 6 7 & 7 - ) ont fuppofé que ia force 
y qui agit perpendiculairement au petit coté GO, par 

avec le moment PxAQ du poids P par rapport ou 
point G. Or il me paraît démontré (art. S ci-deiïus) 
que PxAQ n'elî pas feulement égal au moment de 
la puiffance y par rapport au point G, mais à la fomme 
des momens de toutes les puilfances y (qui agifTeiu 
fur l'arc A M) par rapport à ce influe point G. La fup- 
pofition de yxGO^PxAQ ne feroit admillible qu'en 
fuppofant RGOA une verge inflexible, & y la feule 
pubTance appliquée à cette verge au point O; fuppo- 
lition qui ne s'accorde nullement avec celle d'un ref- 
fort ftexible, qui fait effort dans tow fis points pour 
fe rétablir. 

Op. Mût. Tom. VU. B 
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26. De plus, en admettant même la fuppofition de 
MM. Bernouiii & Euler , il paroit s'enfuivre que puif- 
que GO eft infiniment petit , fie queyx GO=PxAQ, 
la force y appliquée en O eft infinie par rapport à P, 
ce qni paroit bien difficile à fuppofer, d'autant qu'on 
peut imaginer GO de tel ordre d'infiniment petit qu'on 
voudra, & qu'ainfi y fera fucceflîvement infini du pre- 
mier , du fécond, du troifiéme, &c. ordre par rapport 
à P. 

27. Aucun Auteur-, que je fâche, excepté M. de la 
Grange, ne s'eft mis en peine de réfoudre cette diffi- 
culté, que nous avions déjà indiquée ailleurs ( Opuf- 
çults, Tome I , pag. 1 j ] ; ce grand Géomètre a donné 
dans les Mémoires de Berlin, 176$ , une manière fort 
fimple 6c fort ingénieufe d'expliquer l'action du reffort. 
Pour cela, il prolonge jufqu'à la verticale AP tous 
les petits côtés RG, GO; faîfant enfuite GQ'=GO, 
Éc en fuppofant par-tout en O, 6c en Q' une force y, 
qui tende à rapprocher les côtés GQ' , GO, il prouve 
( comme on le peut voir dans fon eicellent Mémoire) 
que le moment du poids P par rapport à G, eft égal 
au moment de cette force y par rapport à G, c'eft-à- 
dire, a yxGO\ il fuppofe enfuite avec tous les autres 
Mathématiciens, que ce dernier moment eft en raifon 
ïnverfe de R ; d'où réfulte l'équation ordinaire de la 
courbe élaftique. 

28. M. de la Grange parvient à cette ingénieufe ex- 
plication, en fuppofant les côtés du tefïbn prolongé» 
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DES RESSORTS. 11 
jufqu'en AP, les forces en Q' fit O égales & con- 
traires, & des forces en V, Z suffi égales & contraires, 
lefquelles il prouve fitre égales au poids P , ce qui n'a 
lieu qù'liypothétiquement ; puifqu'il n'y a ici de forces 
réellement agiflantes que le poids P, fit les forces ap- 
pliquées directement aux côiés RG, GO, non pro- 
longes, lefquelles forces tendent à remettre ces deux 
côtés en ligne droite, & ainïï des autres. 

29. Or il feroit à defirer , ce me femble , que M. de 
la Grange eût fait voir, fans prolonger les cotés, fie 
fans toutes les forces hypothétiques qu'il imagine, com- 
ment le poids P eft en équilibre avec les forces di- 
rectement appliquées aux points G, O; ce qui paroît 
néceffaire pour mettre la folutïon hors de doute. 

jo. M. de la Grange paroît fuppofer encore ( fit avec 
raifon, ce me femble) que la force qui tend à rétablir 
le reffort aux points G, O, 6cc. elt perpendiculaire aux 
cotés de la courbe; mais au point A, où le poids eft 
attaché , il paroit fuppofer aufiï ( fit il me femble que 
fa théorie exige cette hypothèfe) que la force du reffort 
agit fuivant AV dans une direction verticale fit con- 
traire à AP, Je ne fais fi ces deux fuppofitions s'ac- 
cordent cntr'elles , fil s'il ne s'enfuivroit pas de-là que 
la force du reffort en A, fit infiniment près du point 
A aurait des directions très - différentes ; ce qui me 
femble difficile à admettre; de plus, il parole que la 
force du reffort en A doit Ctre fuppofée perpendicu- 
laire au càté AO, 

Bij 
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ji. Enfin, il me femble encore que U tfciorie de 
M. de la Grange ne levé pas la difficulté que nous 
avons de'ja faite à la théorie ordinaire (art. 2.6) ; (avoir 
que la force y àppliq-ui'i; ans diliUrens points de la 
courbe, ferait infinie, & mène [l'un ordre d'infini aulfi 
élevé qu'on voudroit. On ne voit pa£ trop bien d'ail- 
leurs comment la Iol-cc -,-xG'O puurroit être en raifon 

inverfe de R , ce qui ùoiii! i;roi: une oie y = ■ = — 

— — - — == ; c'di-à-di.-e, fum-fculement infinie t 

mais infinie d'un ordre d'autant plus grand que l'angle 
OGQ' des côtes de la courbe ferait fuppofe plus 

petit. 

32. Toutes ces réfleiions font de /impies queftions 
que je lui propofe , fit que je l'invite à éclaircir pour 
Finflruâion des Géomètres , & pour mettre fon ingé- 
nieufe théorie à l'abri de toute atteinte. Si on fuppofe 
avec M. Jacques Bernoulli (Méro. Acad. [70; ) que 
le reflort a une certaine (Fig. 4) largeur ac , & que 
le moment du poids P par rapport à un point quel- 
conque e, eft =àxhc (ji étant la force qui agit fui- 
vain ba & ab pour rapprocher les fibres ac , cb ) les 
difficultés des articles 25 & s5 fublifieront toujours; 
la force y fera infinie & toujours la même , de quel- 
qu'ordre d'infiniment petit qu'on fuppofe l'angle acb 

ou — ; & d'ailleurs on n'explique pas comment (la 
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courbe Ac étant flexible dans tous fes points) le mo- 
ment du poids F pat rapport à c, ell égal au mo- 
ment de la force conttailive ab pat rapport au mfime 

Liment petit, cette hypotàèfe 'de M. Jacques Bcr- 
•noulll reviendrait à peu près à celle où l'on iuppo- 
feroit les forces du reiïbrt tangentes à la courbe, ce 
qui donnerait dans l'article 17, 7 = 0, & o- = o; 
d'où l'on voir que cette fuppofition conduiroit à un 
réfultat iilufoire ; ce qu'il ell d'ailleurs aifé de voir 
directement. Car fi on fuppofe -/ = o &- les forces 
o- tangentes a la courbe , l'effort du poids P en A 
doit être détruit par la première force a appliquée en 
A, & dirigée d'une manière contraire au poids P; dont 
la direction, comme on l'a vu, doit toucher la courbe 
en A. Or l'action du poids P étant entièrement dé- 
truite par la feule force du relTort appliquée en A , il 
ell clair que la force diadique doit 6tre nulle, ou plu- 
tôt de nul effet dans tous les autres points; qu'ainlî 
o- = 0 , &C que le reffort Formera une ligne droite, ce 
qui efi contre l'expérience. 

jj. Quoi qu'il en foit, il paraît évident que l'équa- 
tion générale des courbes élalliques tendues par un 
. poids efl —ads=d{yR) , la direaion verticale AP 
étant tangente de la courbe en A. 

Cette équation peut encore fe déduire aifémene 
de la formule de l'article 10, ce qui prouvera l'accord 
de nos méthodes ; en effet , il efl aifiS de voir que h 
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îoraX=^~ -ïT = y fin - a— ff coC *» & 1 ue '* 

force -4- -~- = ycof. «4-ir fin. ai donc 
(art. 10) onaura,enfubItiwant6créduirant,ycof.a^ 
— jLj^flyds fin. a — oiî col". »), ou— 7— ■ cof. « = 
/y fin. m — /Vif cof. mi diiférentiaut encore 6c ré- 

duifant, on aura — rds cof. »=cof. «i( ; 

fit comme i» = , il eft clair qu'on aura — 

3;. Dans la fuppofirian de « = o, c'efl-a-dirc, de 
l'inextenfibilité du reffart , il eft clair , 6c nous l'avons déjà 

dir art. 18, que l'équation eft yR ou — = conft. 

& la nature de la courte élaftique ne dépendra plus 
que des différentes fuppofitions qu'on pourra faire fur 
la valeur de y. 

36. Nous avons vu, article 22, que la fuppoiition 
de 7 = — , ( B étant une confiante ) quoïqu'en ap- 
parence très-naturelle , rend le problême indéterminé , 
& donne pour l'élaftique telle courbe qu'on voudra, 
ce qui ne paroît pas conforme à l'obfervatïon & à 
l'expérience. Si on fuppofoit y = à une fonaion de 
" .nftam, c'eit-à-dire que l'élaftique 
le, dont le rayon dépendroic de 
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fa force du reiïbrc; réfultat dont la vérité paroîi auffi 
très-douteufe. Il faut donc tâcher de trouver une autre 
hypothèfe fur la valeur de y, qui ne mène pas à cette 
conclufion, fie qui falTe du problême de l'élaftique un 
problème déterminé. 

Î7. Voici une hypothèfe que peut-être on pourrait 
employer pour cet objet, & que je ibumets , ainfi que 
toutes les précédentes , au jugement des Mathémati- 

;8. Je confidere que fi les petits cotés (Fig. ;) Jî G, 
GO, que je regarde pour un' moment comme Lfolés, 
obéiflbient aux forces y appliquées perpendiculairement 
en Jî, G, O, fuivant Rr, Gg, Oo, les côtés RG , 
GO, parviendraient en rg, go, 8c que les petites 
lignes Oo, Gg, Rr feraient proportionnelles aux 
valeurs de y en O, G, R. 

;p. Cela pofé, Il les lignes Oo, Gg, Rr étoïent 
égales , c'eft-à-dire , fi y étoit la même aux points O , 
G, R, l'angle rgo feroit évidemment égal à l'angle 
RGO, 6c par conféquent les forces y n'auroient point 
diminué cet angle, quoique cette diminution foit né- 
ceffaire par l'effort que font ces côtés pour fe remettre 
en ligne droite. 

40. Donc les lignes Oo, Gg, Rr, doivent être 
fuppofées inégales, ainii que les forces •/ qu'elles repré- 
fentent, fie la différence des angles rgo, RGO, fera 
égale, comme il eft aifé de le voir, à -4^f% Or la force 
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réelle qui tend à rétablir le relTort en ligne droite ,' 
peut Être fuppofée proportionnelle à l'angle infiniment 
petit qui efl le complément de l'angle RGO , c'eli-à- 
dire, à — du; (je mets — da, parce que, s croifTanr , a 
diminue); & cette force, comme on vient de le voir, efl 
en chaque point proportionnelle 1 Donc — = 

—j^-j A étant une confiante fuppofce connue par la 
force donnée du reffort ; d'où ddy= — "— — j&comme 
y=~ en fuppofint u = o, on aur.a — - — = 
'dd(~^ ou dd{-^-) ; équation dans laquelle B = 
a caufe de yJt»\(art 17) =g.M. Telle fera, 

dans Fhypothèfe propofée , l'équation de l'élaftique , 
qu'on intégrera par les méthodes connues. On fe fou- 
viendra (art. 1S) que a = so" lorfquc ï=o, & on 
fe fervira, pour déterminer les confiantes inconnues, 
de la condition que y==o lorfque]ï=o (art. i; ), & 
que y doit aulti être =ç lorfque s efl: égal à la lon- 
gueur donnée / du reffort, puifqu'au point où J a cetre 
valeur, le reffort eft fixement .artaçfii,, . 

41, On peut faire, fi l'on veut, d'autres liypotkèfes 
fur In valeur ih y, car je ne tiens paj ejelulivemenc , 
à beaucoup près , à celle que je viens de propofer. Il 
efl même facile d'en imaginer plufieurs ; mais en- général 
elles ' 
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elles doivent être telles que y = a lorfque s = o & 
lorfque î = /. D'après ces hypothèfes & l'équation 
yRa.' = g.M, on déterminera la courbe élaftique 
pour chaque cas donné. J'invite les Mathématiciens à 
-perfectionner ces recherches, dont je ne donne ici 
qu'un léger efiai. _ 

42. Voilà les difficultés relatives à la Méchanique, 
qui peuvent, ce me fembje, Être oppofées aux folu- 
tions jufqu'ici connues du problâme de b coutbe élaf- 
tique. Mais en admettant même les principes qu'on a 
employés jufqu'ici pour cette folution, il me femble 
qu'elle efl encore fufceptible de quelques difficultés 
analytiques. 

43. D'aptès ces principes, nommant AQ,x, QM, 
J'fFig. i), on a l'équation x=—~ — - JxM,! , ) dans 

laquelle a 1 éft une confiante qui dépend du poids P 6c 
de l'intenfité de l'aâïon du relïbrt ; cette équation facile 
à intégret donne une valeur de iy en dx & fonction 
de x, laquelle ranferme une confiante qu'on détermine 
■par cette condition, que, lorfque fv'idx'-t-Jy) eiï = 
à la longueur. donnée A3 du telîbrt (que j'appelle /), 
^-,= 0 , c'eft-à-dire , que la tangente en B efi paral- 
lèle aux 1. Il paraît du moins que cette condition de 
-j^ = 0 , o« queiqu'autre analogue , eft nécefiàire , pour 
détetminet la confiante; car on ne pourrait la déter. 
Of.Mat.Tom.VlL C 



Digilized by Google 



■ 8 SUR LA THÊORIË 

miner par cette feule condition, que la valeur totale 
de /Vfi/jr 1 -)- éy'} (bit = /> puilqu'on peut évidem- 
ment avoir une infinité de courbes différentes dont la 
longueur totale = /, & dont l'équation (bit dy=i 
dxyx, représentant une fonction de x f qui ren- 
ferme une confiance indéterminée. 

44. On remarquera de plus que cette confiante in- 
déterminée efi abfolument indépendante de la confiante 
a' qui fe trouve dans l'équation différentielle, & qui 
dépend de l'intenlité du reffort, & de la valeur du 
poids P ; la confiante dont il s'agit dépend uniquement 
(Fig. 1) de l'angle QAM, ou de la valeur initiale 

4;. En effet, fuppofant dy = \dx, on aura jc= — 
. -■ - ' ■— ' , dont l'intégrale eft ! ■ — = C — 

— — ; en forte que faifant 0 égal à l'angle dont \ ou 

~ eft la tangente, on aura fin. «=jC & C= 

fin £1, fi étant l'angle initial MAQ. 

45. Nous avons déjà fait voir (art. 18) que l'angle 
initial MAQ doit Être fuppofé droit. Mais en lé lûp- 
pofanc d'ailleurs tout ce qu'on voudra, n'eft-ce pas 
une fuppofmon purement précaire, que la tangente en 
S foit parallèle aux x, c'eft à-dire , horifontale , fit 
que par conféquent l'angle D S M foit droit î Ne pour- 
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roic-il pas être aigu? Cela paraît d'autant plus naturel 
à fuppofer, que certainement l'angle QMA au point 
M (pris à volonté) eft aigu, fit qu'il femble qu'on 
pourrait fuppofer le relTort fixément attaché en M, 
fit tendu par le poids P , en fuppofant la portion BM 
fupprimée , & tout le refle demeurant le même. 

n. On dira peut-être , pour réformer cette fuppo- 
fition , que la confiante doit fe déterminer par la con- 
dition que la verticale AP touche ia courbe BMA; 
ce qui donnera = co lorfque x=o, & C= i. Mais 
en ce cas, on trouverait, comme il eft aifé de le voir, 

d.y'vm -jf ~-, 6c lorlque * = o, on au- 

roit dy' = — ; — , fit dy = ; d'où il s'enfuit , 

comme je l'ai démontré ailleurs (a), . que la courbe 
BMA deviendrait alors une ligne droite dans la di- 
reâioa AP du poids P; c'eft-à-dire, que la. eourbe 
BMA & la ligne AP doivent coïncider avec la ver- 
ticale BP qui palTe par le point fixe B ; réfukat con- 
traire encore à l'expérience, fil d'où il s'enfuivroit 
que le raifort BMA, fixé d'abord horizontalement, 
doit être fléchi par le poids P, (quelque petit qu'on 
fuppofe êt poids) à une fituation rectiligne fit verticale: 
Iliivant BD. 

$8. On peut démontrer la même chofe par l'équa. 
[a) Vojk Mia. flud. ni,, p£. ,S. ; S. l}4p, T'g- El S »o. 

Cij 
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non s =flog.Ç ^'^^.ll )~*~-^) quetrouveM.de 
l.i Grange dans fa favante Théorie des reïïbrts (Mem. 
de Berlin, 176?, pag. 174.), en fuppofant que ia force 
qui lend le redore foit tangente en A ('car cette équa- 
tion donnera = log. [p^^- ^—! . J] , & 
-I^£l- = c if - j - ) J c étant le nombre dont fe 
log. != 1. Or en faïfant ç=o & j=o, c'eft-à-dire, 
en fuppofant que la force tendante foit une force tan- 
gencelle en A , on aura o = c T, & par conféquenc 
A infinie; donc en faifant s finie & quelconque, mais 
très-petite par rapport à l'infinie A, on aura de niÊme 
c't / )=c ~ = o; donc 1 — cof.^=o; donc 
cof. ï = i, & ^ = o; donc fi l'arc s = o lorfque 
^ = 0, s fera tout ce qu'on voudra en fuppofanr %=o; 
donc la courbe 3MA devient une ligne droite. 

4j>. M. Jacques Bernoulli, dans les Mém. de l'Acad» 
170;-, Iiippofe la courbe autrement difpofée, & telle 
qu'on la volt dans la Fig. ; , & il parvient à une 
équation de cette forme, dy = ■ ^^J^ 1 où l'on 
voit que x = o, donne félon lui dy = o, & quainfî 
l'angle MAP eft droit. 

j-o. Cette équation viendroit évidemment de l'équa- 
tion différentielle x — — - , qui convient il ce 
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dernier ca6. Mais pourquoi fuppofer que l'angle MAP 
eft droit? l'expérience ne prauve-t-e!le pas le contraire, 
ic n'avons-nous pas même prouy-d (art. 18) que cet 
angle doit être =0? 

jr. Il paroît s'enfuivre de-ià que le problème des 
courbes élaftiques (en partant des fuppofitions phyfiques 
reçues, & que nous avons examinées plus haut) eft 
indéterminé , 6t qu'un même poids P peut par fa ten- 
fion forme différentes courbes élaftiques, depuis celle 
où la tangente en B eft horifontaie, jufqu'à la ligne 
droite BD. Il femble pourtant, d'après l'expérience, 
que ce problême n'a qu'une feule folurioh pour une 
lame d'élailicicé donnée, de forte que l'expérience 
d'une part, & de l'autre la folution adoptée jurqu'ici, 
femblent peu d'accord. 

ya.-C'elt ce qui paraîtra encore plus clair, fi on 
fuppofe que la courbe élaftique s'écarte peu de la ligne 
droite; car on aura pour lors jc = à très-peu près — - 

«y.B* xd.' ,,' - . , i'dx 

— ~ ~ ou —^—= — ddy, dou dy—~ 

- — j a étant fuppofé très-granfl par rapport a 

& par rapport à ia plus grande valeur de x, qui elt i 
peu près = afin que y foit très-petit par rapport à 
x, 6t qu'ainfi la courbe élailique, félon l'hypothèfe; 
diffère peu de la ligne droite. 

îj. Or il eft évident qu'en changeant la valeur de 
S (toujours fuppofée très-petite par rapport à a) Tiqua-, 
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tlbn iiy-=* ; — fubfifte toujours, 61 que par con- 

féquent une infinité de courbes diadiques différentes , 
déterminées par la différente valeur de t, peuvent fa- 
équation. 

n peut encore remarquer que , fi plufieurs ref- 
Fig. 6) OZA, OÏA, dont l'élafficité foit la 
, fie qui foient tous fixes en A , font tendus par 
un même poids F, dont ia direûion palTe j^r A , Se 
qu'ils foient de plus chacun très-peu courbés , tous ces 
reflbrts feront en équilibre avec le poids P , pourvu 
que — foit par-tout confiant; car fi dans une de 

ces courbes OZA, on a ye= (OM 

étant 4c Z M=y) on aura la mÊme équation 

pour la courbe OiA, puifque y eft la même 
que dans la courbe OZA- 

Cette équation y^ ^^donnej'= J 4fin. 

(~) • ^ Bnt confiante qui détermine les diffé- 
rentes courbes OZA, OiA, & comme OA eft = 
à tris-peu près à la longueur totale du reffort /, il 
s'enfuit que — doit tas égal ï la demi-cjrconférence 
prife un nombre entier de fois , epflement. 
. jtf. Sans cette condition, la direction du poids P. 
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ne paflera pas par le point fixe A , comme nous le 
fuppofons ici. 

f 7. Si — ell <.v, t étant la demi-circonférence, 
ou plutôt le rapport de la demi-circonférence au rayon, 
la ligne 0 P tombera dans la figure à droite du point 
A. 

jî. Si — = m-a , m étant un nombre pair ou im- 
pair, la dïreilion du poids P pafTera par A f & la courbe 
du reflbrt formera plufieiws ventres en nombre m, 6c 
coupera fon axe OP en m — 1 points, outre le» points 
O, A. 

fp. Si — = m-w + a, u étant <i,Stmui nombre 
pair ou impair, { zéro étant compris parmi les nombres 
pairs) la courbe du reflbrt aura m ventres, & cou- 
pera fon axe en m — 1 points comme dans le cas 
précédent , tapis la direction du poids P ne paffera point 
par A , & tombera à droite du point A fi m eft pair, 
& à gauche fi m ell impair. 

60. Mais dans tous les cas, comme dans le cas le 
plus lîmple de la Fig. 6, le reflbrt pourra prendre 
différentes figures. . . ,-. 

61. Quant à la quantité a, on la déterminera dans 
tous les cas par l'équation — = f , 1' étant la valeur 
de x qui répond au point le p'us proche de O où la 
courbe coupe fon axe; pdïnt qui fe trouvera par l'ex- 
périence. 
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62. Et fi la courbe ne coupe pas ion axe, alors foie 
h la valeur de x qui répond à la plus grande valeur 
isy , on aura — m — , équation par laquelle on dé- 
terminera a. Ceci fuppofe que -j^- foit =0 en quel- 
que point de la courbe. S'il ne l'étoit pas , alors on déter- 
minera A fit a par l'obrervation des angles en O fit en A, 
dont les tangentes étant fuppofées =m, 6c m' donne- 
ront lorfque 1=0, -^-,,011 ;n = -^-co£-^- = 
& lorfque x—X, m' ou -jl =— cof. — . Donc 
cof. f-i-)c= — , d'où l'on tirera a ; Ôc par conféquent 
A=am. 

6;. J'ai cru devoir entrer dans ce détail, parce que 
de très-grands Géomètres paroiffent avoir penfé que li 
— n'elî pas =■*, il neft pas pofiîble, même dans les 
principes admis iufqu'à préfent fur l'action des reflbrts, 
de déterminer la courbe élallique par le cas dont il 
e'agit; ils ont, ce me femble, fuppofé que la direction 
OP du poids P devoit toujours paflër par le point 
fixe A; luppolition qui ne me paroît pas néceiTaire. 

64. Je reviens encore un moment à la folution gé- 
nérale de l'art. 43 , d'apris les principes ordinaires, 
four fe former une idée plus nette de la quantité a, 
on fuppofera Px = ~— , Séçuit le rayon ofeuiareur, 
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8c une quantité confiante, dans laquelle K repré- 
fente un poids pris à volonté , & a. une ligne droite, 
en forte que À" diminuant, a. augmentera & récipro- 
quement, & que fi on fuppofe K-=P, a fera =a. 

6;. Maintenant, en fuppofant AM — s (Fig.'ij, 
& dx = ds cof. », c'efi-à-dire que « foit l'angle de» 
ds avec les dx, on aura-~- = — dm, cfod le rayon 

-ofculateur R = ~^-, & l'équation /J* cof. » = -?» 
• " d ~ ; donc faifant ds confiant, on a«ra.^ «of.»= 

' *~"~ Vr ~ ' & t">PP ofant di=rwda} dm. cof, « = 
■ " ~ ; donc fin. a — fin. • = — ^- , s étant la valeur 
de » lorfque s — o, & r étant = » lorfque s=Oï 
puifque ïequation fds cof, a ou x—~~?-^-, donne 
où — =o' loplc;ue * Se j font = o. Donc ds=a 

' y-. "—fin .) ' ;, î ualion dont l'in^gration dé- 
pend de.. la refKfication des fetlions coniques. 

46. Si a eft fort petit, aitifi que s, foit fin. a=x , 
&fin 1=6,' on aun 



lieu de — , mettre i H , &c, ce 

Vli — *«î » *-,';■■.■ 

qui rendra l'intégration très-facile, 

O/. M«. r<«. VU. D, 
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67. Suppofons ds—3 très-peu près — — — — j 

on aura l'intégrale s=~ x(V(t— *]] ; & au point 
B où s=l, Et où l'angle x = o, (an. 4.;) d'après la 
Tuppolition admife dans les folutions ordinaires, on 
aura l ■=> î ce 1 U Ï donne b = ■ — —, 

<S8. Suppofons a = so" — G, £ étant une quantité 
'Tort petite, & «^=50° — ^, pétant au (fi une quantité 
fort- petite, nous aurons fin. »i=>cof. ï= 1 — -Ç- «f, 
— ^i-y dr.6 ; ! * -de même fin, u=cof. £=-r» 
— -t- — j^-", ' 6tc d'où ds = h très->eu près"- — 

- ■■ -— ; donc — = coC (~) , & î ou = 

£ cof. A, ou _ enfin -y=<zG fin, ce ' ! ui 

corde avec l'art. ;j. 

<i>. Dans la Fig. 6 on aura de mÛmE/^î COf. 

- /équation qui ne diffère 'de la précédente ;qu'en 
'ce que le fécond membre a le iigne , parce qu'ici 

1 abfcirTe x proportionnelle à. — étant repréfentée par 
ZM, « croit avec s, au Heu qu'il décroît dans b 
Fig. i; donc dà edC. .«===— effui..»'-fui. *-= 
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■ t ■ ; d'où tfj = ■ ^/ j — — ; équation inté- 

grable auffi par des arcs de fettions coniques, ainiî gue 
celle de l'art, fie. Ces deux équations donnent non la 
conftruction , mais la rectification de l'dlaftique , qu'on 
peut trouver aulfi d'une autre manière. pat l'équation 

* **« • ^ViApT' 

i=e — , qui donne (en Faifant •—;- = £ ) dy*=* 

U~- OyAs* . , ," 

if j ■ — — ■■ — ; 1 quantité qui s'intégre pac des 
arcs de ferions coniquei. 

70. Je ne donne pas les folutions précédentes pour 
exactes, puïfqu'elles font appuyées fur des principes 
concernant l'action des relTorrs, que j'ai révoqués en 
doute au commencement de ce Mémoire. Mais j'ai cru 
devoir montrer que , même en admettant ces principes , 
les folutions du problême de l'élallique, données juf- 
qua préfent, laifibient encore à délirer, puifqu'elles 
laiflent ou femblent laiflcr le problème indéterminé, 
& fufceptïble d'une infinité de (blutions. 

71. Je dois prévenir encore uneréponfe qu'on pour- 
roit oppofer aux obfervations que nous avons faites, 
art. 4î & 4S, fur CinAéscrnàaaâon du problème de la 
courbe élaltique , par les métliodes adoptées jufqu'ici ; 
on pourroit dire que dans la Fig. 1 , la tangente en 

Dij 
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B doit Ctre borifontale , parcç, que le reffort ne io't 
céder à l'avion du poids P , que le moins qu'il e(l pof- 
fible , & par conique nt s'écarter le moins qu'il e(t 
pofiîUe de la fituarion horifonrale , ce qui arrivera fi 
l'angle DBA eft droit. En effet, li l'angle DBA émit 
aigu , il eft clair que, le reffort BMli feroit plus fléchi 
par le poids P , & plus écarté par conféquent de la 
fituation horifoncale. On peut ajouter que, fi on regarde 
le point Al comme fiie , le reffort ou partie de reffort 
MA ne changera pas à la vérité de fituation, & que 
là tangente en M reliera inclinée, & l'angle QMA 
aigu , mais que , li le poids P n'avoir eu d'abord à plier 
que la partie MA , la tangente en M eut été hori- 
fontale, ôt l'angle QMA drtwi " " ' 

72. En admettant cette hypottièfe , qui pourtant ne 
paroît pas fondée fur une raifon folide , ïl faudra dire 
par la même raifon, que dans la Fig. j la tangente en 
B doit être verticale , afin que le reffort s'écarte le 
moins qu'il efl poflible de fa fituation verticale prïmi- 

7;. ©r il ell aifé de voir par la théorie précédente, 
qu'il j a une infinité de cas où la tangente en B ne 
fauroit être verticale, puifque par exemple, fi la courbe 
BMA diffère peu d'une ligne droite , il faut (art. 
pour que la tangente en B foit verticale, que fin, — 
ou fin. — ( / étant la longueur du reïort) foit == 
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au finus total, & qu'ainlî — = — ; or comme la 
quantité a dépend de la force du reffort, & que l en 
marque la longueur, il eft clair que cette dquaùon ne 
peut avoir lieu en général , maïs feulement dans quel- 
ques cas particuliers. 

On pourrait cependant obferver encore , i°. que 
dans le cas dont il s'agit, fi ie reffort eft d'abord fup- 
pofé verticalement placé, fuivanc OA (Fig. fi), Éc 
preffé par le poids P, il eft impofliblé qu'il fléchifie, 
& qu'ainfi il ne peut fe courber que dans la fuppofi- 
tion que ce reffort foit d'abord un peu écarté de la 
verticale en O'A. 2°. On peut fuppofer que dans ce 
cas il fe fléchira de manière que la partie ou côté in- 
finiment petit qui eft en A, ne change point de pofitïon 
& faffe toujours avec la verticale OA, un angle = 
OAO', afin que le reffort foit le moins fléchi qu'il 
eft pofiîble par l' action du poids P; en ce cas, comme 
"on auroit toujours (art- j ; )y=A fin. — , & au point 
A , -j^- = ~ cof. > que de plus — eft connue 
par la longueur & la force du reffort, on aura la va- 
leur de A par l'angle donné OAO'. Voilà, ce me 
femble, tout ce que la théorie jufqu'à préfent admife, 
nous permet de fuppofer fur ce fujet. Ajoutons , que 
de toutes les figures que le reffort peut prendre'en ce 
cas , celle dont il s'agit ici eft celle qui téfulte le plus 
dueaement de la pofjtiou initiale A 0' qu'on fuppofe 
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au reflbrt ; 6c obfervons que fi — efî >w, la courbe 

en ce cas aura des nceuds, comme on l'a vu cî-deffus; 
mais que le petit côté initial en A , confervera cou- 
jours fa fituation primitive fuivant A O". Il faut pour- 
tant obferver encore que, la fituation primitive AO 1 - 
du reflbrt étant donnée, la diflaiice du point O' à la 
verticale (aptès la flexion du reflbrt), eft ndceflàiremenr, 

déterminée, puifque cette diflance — A fin. ( — ^,6c 

que A elî déjà donnée ( kyp. ) par l'angle O A O. Mais 
il elî clair qu'en agrandiflaiu l'angle OAO', on agran- 
dira la quantité A , & par conféquent la diftance 
dont il s'agit, & qu'ainfi la moindre flexion poffible 
du reflbrt exige que l'angle primitif OAO' refte le 

7r. Cette théorie, ou plutôt ces réflexions fur les 
courbes ékftique» & fur l'action des refforts peuvent 
conduire à d'autres obfervations ou queflions fur le 
même fujet. On peut demander, par exemple, fi un 
refibre ABC entièrement libre, Ôt non attaché par 
aucun de fes points , peut (Fig. 7) être tendu par 
deux poids placés en A & en £ (la ligne AB étant 
Jiorifontale) , ôt dans cet état reflet en repos f II femble 
que rien n'en- empêche ; car il paroic bien clair que, fi le 
reflbrt ABC était fur un plan hotifonral, Se tendu en 
A 4c en£ par deuxpuiflances perpendiculaires à AB, il 
pourroit Être en équilibre; or, tout reliant dans le même 
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état, on peut fubflituer à ces puiflances doui poids équi- 
valens , attachés à des cordes horifontales qui paflent fur 
des poulies ; maintenant fi le fyftÊme total du teffortôt 
des poids efl fuppofé vertical, il faroît évident que 
l'équilibre doit fubfifter. Voilà donc un corps ABC 
placé verticalement, & en cet état tendu par deux 
poids, qui fe footient fans aucun appui. Efpece de 
paradoxe phyfique, qui pourtant au fond ne l'eft pas 
autant qu'on pourrait le croire. Dans ce cas, fie en 
fuivant la théorie ordinaire, la courbe AMCB de- 
vrait néceflai rement être un cercle, fi les poids appli- 
qués en A , B étoient égaux j car on auroit fuivanc 
cette théorie AxAP + BxBP=-^ ou AxAB = 
— ; donc if ferait confiant. Donc, Sec. Cette quef- 
tion mérite", ce me femble, d'être examinée par les 
Géomètres ; la folution pourrait conduite à des réful- 
tats curieux. 

j6. Si un reflôtt AECDB e& tendu par une. corde 
A B (Fig. 8 ), il paraît abfolunienc néceffaire. que la 
corde AB touche la courbe AECDB en A & en 
B ; car il efl: clair que les forces qui bandent le reffott 
e*-A & en B font dirigées fuivant AB tt BA; 'A 
«il clair de plus' qu'en fiippofanl le reffort inflexible, 
& confervant d'ailleurs toutes les forces qui tendent à 
le rétablir, l'équilibre fubfiftera ; donc la fomme des 
forces verticales du reffort , perae^oUairemenc IAB, 
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doit âtre nulle , ce qui exige que ces forces foîent 
dirigées les unes en haut dans la partie DCE , les 
autres en bas dans les parties EA, DB ; or cela ne 
peut fe faire à moins que les angles en A fie en B ne 
foient infiniment obtus, & que la courbe n'ait la figure de 
l'art. 34. Cependant l'expérience paroît prouver que les 
angles CAB, CE A (Fig. 7) font fou vent aigus. Com- 
ment accorder cela avec la théorie ? & fi l'on vouloit 
que les forces perpendiculaires à AB fulfent nulles, 
& qu'il n'y eût abïolument que les forces parallèles à 
AB , il eft clair que les forces du refforr en A fit en 
jS feroient égales aux fortes tendantes en A fit en B, 
& qu'ainfi les aurres forces devroïent être nulles; au- 
trement les forces parallèles à AB, qui agiraient in- 
finiment pris de A fit de B, produiroient, comme il 
eft aifé de le voir (dans la direction des tangentes en 
A & en B, faifant (%.) un angle fini avec AB) 
une force infinie, qui ne feroit détruite par aucune 



77. En un mot , il s'agit d'expb'quer cl 
ment un reffort ACB tendu par une corde AB, eft 
en équilibre fi les angles CAB, CBA font aigus? Si 
on fuppofe, ce qui eft le plus vraifemblable, que la 
force du reffort en B eft dirigée fulvant B V perpendicu- 
laireà la courbe CB, alors les deux forces fuivant Bf 
fit fuivant B A, produiront une force fuivant BK tan- 
gente en B, fit il fera aifé de voir par la decompofi- 
fion, que cette force agiffam le long de la courbe, 
produira, 
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produira, i". une force gui dans tous le» point! fera 
tangente de la courbe, Ér fera anéantie au point le 
plus élevé Ç par une force égale & contraire ; a', une 
force qui agira à chaque point perpendiculairement à 
ia courbe de dedans en dehors , c'eft-à-dire , dans la 
direâion but, par exemple, au point force qui de- 
vroit produire l'effet de mouvoir le point b (fis ainlî 
des autres) vers m, puifque cette force n'eft contre- 
balancée pat aucune autre, flt que la force même du 
relTort agit dans le même fens ; fans compter que ces 
forces (tant celles fuivant bm, que celle du reffort dans 
le même fens ) qui agiraient ainfi en f & dans tous 
les autres pointe de la courbe, feraient infiniment pe- 
tites par rapport à la force finie qui agiroic en B. Main- 
tenant fi la Force qui agit en B, au lieu d'être dirigée 
fuivant B V s I'étoit fuivant BO, par exemple , en forte 
que la résultante de cette force & de la force de la 
corde fuivant BA fût dirigée en fens contraire a bk, 
alors la force en b, comme il ell aifé de le vtjjr, fe- 
roit dirigée dans le fens contraire a bm & pourrait 
être anéantie par la force du reffort au même point i 
mais, i°. on ns conçoit pas, ce me femble, aifément 
comment la force en B feroit dirigée fuivant une autre 
ligne que ftV perpendiculaire a la courbe A CB , car 
en regardant le reffort A CB , comme une fuite de 
petites lignes droites unies par des charnières, toutes 
ces petites lignes droites tendent à fe remettre dan» la 
fituarion rectiligne par un mouvement de rotation autour 
Op.Mv.Tvm.ru, E 
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de ces charnières, & par coiilifquent perpendiculaire 
à chaque point de la courbe. 1°. La difficulté tirée du 
rapport infiniment petit des forets en /■ perpendiculaires 
à la courbe, 1 la force en B, Hiivam BO ou BV, 
refiera la même dans ce cas, que dans le précédent. Les 
mêmes difficultés ont lieu ici, que pour un reffort BA 
tend" ( Fig. i ) par un poids P , foit que le point B 
où le reffort efl fixé, foit plus haut ou plus bas que 
Je point A où eft attaché le poids F. Il ne paraît pas 
poffiblc dans tous ces cas d'expliquer l'équilibre & la" 
tcnlion du reffort d'une manière fatisfaifante , fi on ne 
fuppofe que le reffort eft tangent à la direclion du 
poids. Ce qui d'un autre coté ne parait pas s'acmrder. 
avec l'expérience Faudrait-il j pour expliquer ce fait, 
en revenir à l'idée que j'ai fSjppofi'e daiiJ le Tome I 
de mes OjiufiuUs , 1" Mémoire, pag. iî, qu'on peut 
regarder un corps él:ulii]uc corn mu étant en partie roide 
& en partie flexible , & participant , pour jjnlï dire , 
à-b-fois de la nature du fil & de celle du levier. , En 
ce cffàn pourroit expliquer comment les angle» CAB, 
CBA, feraient aigus; encore fau droit- il fuppofe r que les 
forces qui tendent à rétablir le reffort font dirigées paral- 
lèlement à AB, & non perpendiculaire ment à la courbe 
ACB, puifqu'il réfulteroit de cette fuppofition des 
forces perpendiculaires à AB , St agiflant toutes dans 
le même fens , lefquelles ne feraient détruites par au- 
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; ' 7$.' Voici encore quelques autres queltions. Soient 
deux relions reHilignes BA, CA, unis (Bg. p) en- 
fembie par une charnière en A, & qui rînd^nt à fe 

laquelle ils fé mouvront? H ne feut pas croire qutle 
point A foit ! en repos ; car la feule atlion des points 
B , C, Sa dés autres, pour tourner autour de A , yrà- 
duït une force centrifuge qui tend' à tirer le point A 
fuivant A C & fuivant AB, & par-confequent à le faire 
■avancer en ligne droite fuivant AR. On poùrroit croire 

peut' être dcterminé ftpf.^uïïcr.i du umn-emenc rota- 
toire. Mais il eft aifé de démontrer par mon principe 
de Dynamique, que li une force ell appliquée en A 
fuivant A R , elle produira non-feulement un mouve- 
ment re£tiligne parallèlement s AR dans tous les points 

tatoire des verges BA, CA autour de A. Ainfi on 
ne peut réparer la confidération 6c l'analyfe des deux 
mouvemens , qu'on déterminera d'ailleurs par ce même 
principe de Dynamique.' " ' . - 

7j. En fuppofant dans ce mênie cas l'angle BAC 
infiniment obtus, on demande fi la force rotatoire eft 
mefurëe par l'angle OAC, con^ment de BAC, 
ou par l'angle CAF, formé parTligne A C-, & li 
ligne D .^perpendiculaire à AR, Si dont les re/Torti 
AC, AB tendent à fe rapprocher? II me fembie qu'il 
doit être mefure" par l'angle OAC, puifque c'eft àcaufe 
Eij 



Digitizsd by Google 



3 <s SUR LA THÉORIE 

de cet angle que les refforts BA , AC font effare pour 
fe remettre en ligne droite. Il parjtt même naturel 
de fuppofer que l'effort eft proportionnel à cet angte, 
(i l'angle eft peu confidérable. Cependant on peut en 
général le fuppofer proportion ntd à une puiffance de 
cet angle, & cette fuppofition fera exacte lorfque l'angle 
eft tris-petit ; car l'effort eft en général proportionnel 
à une fonction de l'angle ( en faifant entrer, fi l'on veut, 
le finus dans cette fonction); or la fonction $» d'une 
quantité quelconque, eft = Aa." , lorfque la quantité 
a eft très- petite. 

80. Si le reffort BAC eft libre, les côtés BA, 
AC tendent également (Fig. 10) à fe rapprocher l'un 
de l'autre. Mais fi le reffort AB elt fbtément attaché 
en B , alors le point B ne pouvant avoir de mouve- 
ment , il parok que le feul reffort AC tend a (ê rap- 
procher en ligne droite de BA. 

Si. Mais s'il y a trois refforts ou un plus grand nom- 
bre BA, AC, CD, le point B (Fig. 11 ) étant tou- 
jours fixe, je demande fi le relîbrt AC tend à fe rap- 
procher du reffort CD, comme il tend i fe rapprocher 
de AB. Il paroît que AC ne pourroit tendre à fc 
remettre en ligne droite avec CD, fans rendre plus 
aigu l'angle BAÇ^.n ce cas les points D , C,A; 
n'auroient de tendmeàla rotation qu'autour des points 
C, A, B, qui font à leur gauche, & le point A , ainiî 
que les autres points in rcrm biliaires à B & à D, nau- 
roient point de tendance à fe mouvoir autour de C, fiç 
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des autre» points placés à leur droite ; de manière que le 
rcflbrt ACD ne tendrait à fe rétablir que par la rotation 
de D autour de C , fie non de A autour de C, et ainii 
des autres ; ce qui paroîtroit contraire au principe suTez 
généralement admis , qu'un reffort tend il fe débander 
en tout feus; fit que les côtés contigua AC , CB, ficc. 
infiniment petits ou non , tendent également à fe re- 
mettre en ligne droite l'un avec l'autre ; principe qui 
peut-ftre n'eft vrai, que pour les reflbris entièrement 
libres, & qui ne femble pas avoir lieu dans les reiTorts 
rettilignes fixes par leur extrémité, lefqueli fe déban- 
dent uniquement par l'extrémité oppofée à ce point 
fixe , 6c fe débanderaient par les deux extrémités, s'ils 
étoient libres. 

mouvement de ces fortes dJ^efforts, dans les deux cas. 
Soit un reuori reailigne^B (Fig.ia), fixe en A,~t*. 
dont la longueur naturelle foit A B ; imaginons que ce 
reffort foit contracté en A C , fit que la Force dilatative 
ou retlitutïve foit proportionnelle à la quantité de la con- 
traction , il efl clair qu'en nommant CV, x, fit CB, 
a, on aura ddx = A (a — x) di> ■ équation facile à 
intégrer. Suppofons prélêntement que le reffort fe dé- 
bande des deux côtés , & que chaque extrémité ait 
parcouru l'efpace i au bout du temps r, alors l'équation 
fera dJ%=A{& — atfdt 1 , qui donne une Intégrale 
différente de la précédente. Ainfi le mouvement d'un 
reffort reftiligne eft différent lorfquîl eft entièrement 
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libre, & lorfqu'il cil fixe par un de Tes bonis. On aurait, 
ce me femble, pu croire le contraire, & imaginer que 
le mouvement elt le même dans les deux cas , parce 
que dans ies doux cas la force rèfliturive efi la même 
à longueur égaie du reflbrr. 

83." Le .plupart des quertions que j'ai difeutées dans 
cet écrie font ( je le répète encore ) plutôt des doures 
propofés aux Mathématiciens, que des alertions polî- 
tives.Je me croirois rtScnmpenfé de mon travail & de 
me Sl .rcHexions fuc.ee. fujer, Il elles engagent les Géo- 
mètres à chercher une théorie de la flexion des ref- 
forts et de la courbe éJafliquc , qui ne foit fujette à 
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Jfcr /é Ca/c«/ des' Probabilités. 

i. Je demande pardon aux Géomètres de revenir 
encore fur ce fujet. Mais j'avoue que pius j'y ai penfé, 
plus je me fuis confirmé dans mes doutes .fur. les principes 
de la théorie ordinaire; je defire qu'on éclairciffe ces 
doutes^ 6c que cette théorie, foit qu'on y change quel- 
ques principes, foit qu'on la conferve telle qu'elle ttt, 
foit:du moins expofée déformais de. manière à ne plus 
Jaiflër aucun nuage.') . :, .:hiù . ■> ù i -, -y-i : .- 

2. Je fuppofe qu'il y aie u manières- différentes d'amener 
croix, & n manières différentes d'amener pile; j'amène 
croix au premier coup ; eft-il.vraifemblable que l'impul- 
fion qui me donnera encore 'croix au fecond.coup, fera 
predftmerit la même, que celle qui mej'avok donné au 
premier coup ? Il me femble: que non.. Or; en ce cas, 
il n'y aura plus que n — i manières d'amener croix au 
fécond coup, tandis qu'il y en a encore n d'amener 
pile à ce lècond coup. Il y a donc déjaun-peu plus de 
probabilité pour pile au fécond coup, lq«e' pour iroix, 

j. Ce*aifonnement devient encore plus fort fi l'on 
a amené croix plufieurs fois de fuite. On dira peut-être 
tjue ie nombre a eH infini, tant pour croix que pour 
pile, & qu'ainii n—m [m. étant fini) eft cenfé. toujours 
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= n. Il n'en fera pas moins vrai , ce me femble, que 
plus le nombre m de coups fera grand , plus il fera 
vraifemblable que le coup qui doit fuivre, fe trouvera 
dans la fuite qui n'a pas encore été entamée. 

^.On objecte que, s'il eil très-peu probable que croix, 
par exemple, n'arrive pas 10 fois de fuite, c'eft qu'il 
y a 2" — 1 combinaifons où croix n'arrivera pas ainfi; 
& que par la même raïfon, s'il eO peu probable que le 
même événement n'arrive pas 20 fois de fuite , c'eft 
qu'il y a 2'" — I combinaifons pour qu'il n'arrive pas. 
Mais ce peu de probabilité ne viendroit-it pas au [fi 
d'une autre raifon, de ce qu'il y a dans la nature des 
caufea continuellement agiffiuues , qui tendent à en 
changer l'état à chaque inftant , & qui ne permertent 
pas que le même événement arrive un grand nombre 
de fois de fuite , 6c même un allez petit nombre de 
fois î Ce raifonnement a été développé par M. Bepe- 
lin dans les Mém. de Berlin de 17*7. 

j. On dit : pile 6t croix en particulier font égale- 
ment poflibles. Donc pris fucceffèventent , ils font aufli 
également poffibles. La conféquence eft-elle jufte i II 
eft bien certain que , m&tkc'matiqucmtiu parlant , un effet 
quelconque ne dépend pas de ceux qui l'ont précédé, 
À n'a aucune influence fur ceux qui fuivent , & que 
par cette rsifon on doit fuppoièr , dan» fssMyfe ma- 
thématique , tous les effets également poflibles ; mais 
pkyfiquement parlant , cela eft-il vrai, & l'expérience 
ne prouye-t-eik pwle contraire? Ceft même ce qu'on 
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fuppofe dans certains calculs des probabil 
rience nous a fuffifammeiiÉ éclaii 
exemple, mathématiquement & même à la rigu 
fiquement parlant, que 100 perfomies nies enfem 
& même bien confiituées, parviennent toutes 
vieilleife, puifque chacune en particulier peut y par- 
venir , & mime l'efpdrer. Cependant comme l'expé- 
rience nous a appris le contraire, on fonde fur cette 
expérience le calcul des probabilités de la durée de la 
vie, 6c celui des tontines & des rentes viagères. Or 
l'expérience nous apprend de même, ce nie femble, 
que jamais un même événement n'arrive un grand nom- 
bre de fois de fuite. Pourquoi donc n'y pas atoir égard 
dans le calcul des probabilités f 

5. Suppofons que 2"° joueurs jettent une pièce en 
l'air loo fois de fuite; il faut, ou que dans deux de 
ces fuites de 100 jets , croix Se pile le trouvent chacun 
fans mélange, & foient par conféquent arrivés 100 fois 
de fuite, ou qu'il y ait au moins deux des autres fuites 
de- jets ( où croix 6c pile fe trouvent enfemble ) qui foient 
repétées. 'Or je crois, comme je l'ai déjà dit dans le 
Tome IV de ces Opufc. pag. 235 , qu'on peut parier 
fans crainte que les deux fuites où croix fie pile fe trou- 
veraient fane mélange, n'auront pas lieu, & qu'ain/i il 
y aura une ou deux , au moins , des autres fuites , qui 
fe trouvera répétée deux ou plufieurs fois. 

7. Il femble que dans le problême de Peterfbourg, 
ÉC dans la plupart des autres, il y 1 quelqu'efpece 3e 

Op. Mai. Tom. VU. F 
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contradiction à ajouter cnfemble les efpérsuicec par- 
tielles. En effet , fi on ne doit gagner, par exemple, 
qu'au fécond coup , il cil dair qu'on .n'aura point gagné 
au premier. On ne peut donc avoir à-la-fois l'efpérance 
de gagner au premier, & l'efpérance de gagner au fé- 
cond. Pour avoir J'efpcrance totale, faut-il donc ajou- 
ter les cfpcrances partielle.; qui fembleut s'exclure let 
unes les autres? Je ne veux pas conclure de-Ià que le 
réfultat de cette addition ne foît pas exact ; voyez Toma 
IV, Opufc. pag. 300, art. 18. Je dis feulement que fur 
ce point la théorie s'énonce, au moins, d'une manière 
obfcure & peu fatisfaifante. 

8. Je lùppofe qu'on joue à croix & pile en deux coups, 
& qu'on doive jouer deux coups quoi qu'il arrive. La 
probabilité que croix arrivera au premier coup, ell 7; 
la probabilité que croix arrivera au fécond, en fuppo- 
fant , comme on le fait ici , qu'on joue ce fécond coup 
dans tous les cas, eft encore ~, au moins fuivant la 
théorie commune. Donc fuivanr cette même théorie, 
la probabilité que croix arrivera, au moins une fois , en 
deux coups, eft 1-+-^ = i , c'eft-à-dire eft égale à la 
certitude que croix arrivera au premier coup. Or je 
demande fi cela eft vrai , ou du moins fi un pareil, ré- 

turelle , que dans le problême dé Peterlbourg , lafommè 
des probabilités *,i,i,& c .i l'infini , eft en effet égale 
à la certitude . , ceft-4-ditc, a la certitude ! pouf 
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limite^ comme en effet cela doit Être , puifque plus 
on jouera de coup , plus il eft probable & appro- 
chant de la certitude , que croix arrivera. Mais par cette 
raifon même la fomnie des probabilités ne devroit pas 
ître - -t- t oans le cas précédent , puifque cette fomme 
ne devroit pas Être = i. 

S. Dans ce m£me problfime de Peterïbourg, fuppo- 
fous que les écus promis par l'un des joueurs à ('autre , 
au lieu d'être croiffans fuivant la progrefiion i , z, 
4, &c. foient décroiffans fuivant la proportion i, 7,. 
j , &c. l'efpérance , fuivant la théorie commune , fera 
ï •+• T77 -+- ûtc. > 4. Or cette appréciation eft-elle 
bien jufte ? car fi le jeu eft en un feuL coup, je ne dois 
donner que \ écu , parce que je ne puis gagner qu'im 
éeu ; dans le fecofid cas , où l'on fuppofs qu'on joue 
en piufieurs coups, je ne dois fit ne puis auilî gagner 
qu'un écu ; pourquoi donc cette différence de fort? 

Il eft vrai que dans le fécond cas je puis encore 
gagner queique chofe au fécond coup , & que dans le 
premier cas je ne puis rien gagner, puifqu'il n'y a pas 
de fécond coup. Mais enfin, ce que je pourrai gagner 
dans ce fécond cas au fécond coup, eft bien moins qu'un 
écu ; je n'ai jamais dans le cas le plus favorable , qu'un 
écu a efpérer ; & comme la quantité ^ qu'on ajoute 
à l'efpérance ~ du premier coup , fuppofe que cette 
efpérance ne fera pas réalifée , doit-elle y être ajoutée f 

10. Suppofons que dans le problème de Peterïbourg 
on joue-en n coups, & que tout le relie demeurant 
Fij 
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le même, le joueur doive recevoir a" 1 écus fi croix 
n'arrive qu'au n' coup , & rien fi croix arrive aupara- 
vant ; fou efpérance or. fon enjeu, par conféquenr , fera 
7, comme s'il ne jouoii qu'en un coup. Or cela eft-il 
ju/le î & y a-t-ÎI un joueur qui voulut donner feulement 
un demi-écu , pour recevoir écus fi croix n'arrivoit 
qu'an bout de p coups î 

il. Dans le VI r Volume des Savais Etrangers , M. de 
la Place fait voir □ifément que fi la pièce a plus de 
penchant à tomber d'un côté que de l'autre, fans qu'on 
fâche de quel côte [Tgppofition très-plauiible), & qu'on 
joue en x coups, pour deux écus au premier, pour 
quatre au fécond , pour huit au troifiéme, &c. le joueur 
doit donner à fon antagoniste moins de x ccus fi i< ( ; 
x écus fi x= î, & plus de x écus fi x>;. Ainfi la 
fuppofition afiez vraisemblable , que la pièce a plus de 
penchant à tomber d'un côté que de l'autre, exige que le 
joueur donne encore une plus grande fomme, fi x>.f, 
que dans la iolutïon ordinaire du problême de Peterf- 
bourg. La difficulté eft donc encore augmentée par 

tomber des deux côtés , il eft très-certain que perfonne 
ne poudrait donner 20 écus, & même au-defibus, pour 
jouer à ce jeu ; la difficulté fublifie donc toujours fans 
avoir encore , ce me femble , été bien réfolue, & elle 
ne paroît pas pouvoir l'Être, tant qu'on' s'en tiendra 
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uniquement aux principes reçus fur le calcul des pro- 
babilités. 

i;. On a fuppofé dans l'article it précédent, que 
la pièce jettée en l'air a nécefiai rement plus de propen- 

tion , quoiqu'afiez vraifemblable, n'eft cependant pas 
rigoureufe , & il peut fe faire abfolument que la pièce 
foir.conftruite de manière à tomber nidifié rem ment de 
l'un ou de l'autre côté ; St en général , fuppofons qu'il 
puifle y avoir tant de probabilités qu'on voudra, «, 
i — a-, a, 1 — a', &c. que croix viendra, v , par 
exemple, étant \, fi croix n'a pas plus'- de penchant à 
venir d'un côté que de l'autre; en ce cas la proba- 
bilité ou l'enjeu feroit, fuivanc les principes ordinaires, 
la fomme des quantités ou fériés 2a[i + 3(i — »)H- 
—«)'&€.]■*- i(t-«)(i+îi+i« , iœ.) + 
aVf.H-a(i — a')&c;]j le tout divifé par m que je 
fuppofe ctre le nombre de; prolj;;!;!]::^'! «, r ■ ■ ■ ■ ; 
s , i — a', &c. en forte que fi on nomme il la fonc- 
tion. a»r_i-M( i — a)Ôcc.]) l'enjeu total fera ^° J " , 
depuis » = o, jufqu'à a=i. Mais la difficulté relle- 
roit toujours la même, & l'enjeu toujours infini, comme 
il efl aifé de le prouver, dans le cas où le nombre 
des coups feroit indéfini; & plus grand même après 
j coups , que fi on fuppofoir a = Amplement ~. En 
effet, pu ifqu'en prenant ^ quelconque depuis 7(exclu- 
fivement) jufqu'à i , on a toujours l'enjeu plus petit 
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que le nombre n de» coups fi ce nombre eft < r , égal 
fi ce nombre = f , & plus grand fi ce nombre eft plus 
grand que J , il eft clair que regardant l'enjeu comme 
l'ordonnée d'une courbe dont ■ eft rabfcilTe , fit le para- 
dans les cas qu'on vient de dire, 6: que, par confisquent, 
Taire totale de la courbe divifiie par l'abfcifle totale 
correfpondante'(c'eft-à-dire, ia vraie valeur de l'enjeu) 
donnera une quantité qui fera <;, ou—, ou >■«. 

14. Dans ce même problême de Peter/bourg, il y 
a à parier t contre. 1 que je ne gagnerai qu'un écu ; 
car croix peut venir au premier jet, & en ce cas le jeu 
eft fini. Cependant, fi on joue en 100 coups, par 
exemple , il taut que je donne fo écus à l'autre joueur. 
Eft-il poflîble qu'il y ait de l'égalité dans un pareil jeu, 
où il faut que je donne f 0 écus , où il y a à parier 
1 contre 1 que je ne gagnerai qu'un écu, 8c, fiiivant 
la théorie ordinaire , fi? contre 1 que je ne gagnerai 
que 52 écus, c'eft- à-dire que je ne retirerai pas ma 
mife? Ce ferait bien pis fi on jouoit en 1000, ioooo, ficc. 
coups. Il elt bien clair que la fortune plus ou moins 
grande du joueur ne fait rien ici , & qu'il n'y en a aucun 
qui voulût jouer un pareil jeu. On dira peut être que cette 
objection s'étendroït au cas où l'on ne jouerait qu'en 
deux coups , & où l'on devroic gagner 200 écus fi croix 
n'atrivoit qu'au lecond coup. Car on trouverait fef- 
pérance t=î+;o écus; fit j'avoue que dans ce cas, 
& même dans le précédent, on devroit donner plus de 
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4 lieu , quoiqu'il y ail à parier 1 contre 1 qu'on ne 
gagnera qu'un écu; parce qu'on peut ici gagner jqo écus 
dès le fécond coup, & dans l'autre cas 1 écua au fé- 
cond , 4 au troifiéme , flec. mais il ne me paraît pas 
moins vrai que la théorie ordinaire a befoin d'être ici 
éclaircie ou modifiée. Outre les raifons apportées cl- 
deflus, nous avons encore indiqué ailleurs une autre 
raifon allez plaufible du défaut de cette théorie ; c'eft 
deregarder dans tous les cas l'efpérance comme le pro- 
duit de la Comme efpérée par la probabilité qu'on ga- 
gnera cette fomme. Il nous parait douteux que ce résul- 
tat Toit exa£l fi la probabilité eft fort petite, & que la 
probabilité rrrrs de gagner jooo écus foit la même 
que la probabilité 7 de gagner un écu , comme il ré- 
fulte des principes ordinaires. Dans ces principes, on 
appelle, cerne femble, mal-à-prapos l'efpérance le pro- 
duit de la fomme efpérée par la probabib'té ; c'eft la 
probabilité feule qui forme L'efpérance véritable, & 
comme h fomme efpérée , quelque grande qu'elle foit, 
n'augmente pas cette probabilité, il me femble qu'on 
ne doit pas mulriplier cette fomme par la probabilité , 
pour avoir ce qu'on nomme l'efpérance du joueur. En 
général , plus la probabilité de gagner eft grande, plus 
le joueur doit donner à fon adverfaire , fk plus la fomme 
qu'il efpere eft grande, plus auffi il doit donner à ce 
même adverfaire; mais ce qu'il doit donner, doit-il 
être précifément en raifon direâe de la fomme efpérée , 
& de la probabilité? Ceft ce qu'on fuppofe dans i'ana- 
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lyfe des jeux, & ce qui ne me paroi pas incontestable. 

ij. Suppofons que des carafleres jettes fur un plan- 
cher donnent le moi Confi.intinopoliiamnfibus , & qu'on 
demande à un ignorant fi ces caractères ont été jettés 



tine, ii répondrait au contraire qu'il y a tout à parier, 
& qu'il eft même certain, que cet arrangement n'eft'pas 
l'effet du hafard. C'eft que le premier ignore , & que 
le fécond fait que l'arrangement de ces caractères eft 



L'expérience & la connoiffance que nous avons des 
loix de la nature , nous apprennent que le même évé- 
nement n'arrive jamais un grand nombre de fois de 

que nous révoquons en doute la répétition de croix ou 
de pilé un grand nombre de fois confécutives. Comme 
tout eft lié dans l'ordre des chofes, nous pourrions, 
fr nous connoifiions la loi de l'enchaînement des caufes 
£t des effets , deviner & prédire ce qui arrivera à chaque 
coup, fi ce fera croix ou pile; dans l'ignorance où 

dire précifément fi ce fera pile ou croix ; mais comme 



rarement, nous pouvons au moins, brique croix eft 




tel, qu'il a été, prefque furet 



/rage d'une caufe 



fe répète 
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arrivé plufieurs fuis de fuite, conjecturer avec vraifem- 
blance que piit viendra. Nous fuppofons ici qu'il n'y 
a poinr de raifon particulière tirée de la cotiftruction 
de la pièce , pour l'ai ri; arriver croix plutôt que p'tU ; 
car fi cela étoit, croix arrivant plufieurs fois de fuite, 
pourrait rendre probable que croix arrivera encore. 

iff. M. de Buftbn , dans le Tome IV de fes Supplé- 
mensàl'Hilroïre Naturelle, croit que la probabilité doit 
Être regardée connue nulle, quand elle eli égale à celle 
qu'un homme bien portant mourra dans la journée, 

probabilité qu'il évalue à —. ■ En conféquence la 

probabilité dans le problÊme dePeterfbourg ferait nulle, 
félon lui , après le treizième coup ; car au treiiiéme 
coup, la probabilité eft — n 'i — — r — , & au quator- 
zième coup, elle eft< — - — . En ce cas, l'enjeu ne 
feroit que r> à 7 écus, &, devrait même CLre encore 

diminué, parce que fi la probabilité ■ doit Être 

eftimée = o , les probabilités -y— , — '— , flec. doi- 
vent Être eflimées au-deffous de leur valeur. Je ne pré- 
tends ni adopter, ni rejettet cette hypothèfe de M. de 

doutes fur l'égaHté de poflibilité de tous les cas. 

17. M. deBuffon dit encore qu'ayant fait jouer 3048 
fois ce jeu de croix & pile , ce qui fait 2048 parties , 
Op. Mat, Tarn. VIL G 
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les 2048 parties ont produit en tout ioo;7 écus, Ce" 
qui fait, dit-il, à peu près ; écus pour chaque par- 
tie,^ c'eft à certe fomme qu'il borne l'enjeu. Cela 
fuppoferoit qu'on joue en 10 coups; & en ce cas le 
joueur pourroit rattraper fa mife, & au-delà, dès le qua- 
trième coup , puifque fi croix ne venoit qu'à ce qua- 
trième coup, il aurait 8 écus. Mais il perdrait, fi croix 
venoit auparavant. Ceft aux Mathématiciens à juger de 
ce réfultat, fur lequel l'incertitude de la théorie m'em- 
pêche de prononcer. 

iS. Voyons maintenant fi on ne trouverait pas un 
réfultat plus conforme à la vérité , en fuppofant que 
tous les cas ne foient pas également poffibles , Se que 
lorfque file, par exemple, eft arrivé une ou plufieurs 
fois de fuite , il y a lieu d'efpérer que croix viendra 
enfuite, plutôt que pile , au moins fi la pièce n'a pas 
plus de penchant à tomber d'un côté que de l'autre. 

19. Suppofons donc que, fi pile eft arrivé au premier 
coup , la probabilité que croix arrivera au fécond foît 
— — -, au lieu de ~, a étant une quantité très-petite; 
que fi pile eft arrivé les deux premiers coups, la pro- 
babilité que croix arrivera le troilïéme coup , eft 
1 + ^ ^ gûul de fuite, de manière que a~\-b-h 
c-\-d, &c. ne foit jamais = 1 , afin que la probabili- 
té ne devienne pas certitude abfolue. Cela pofé, 

îc. La probabilité que croix arrivera au premier coup, 
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11. Celle qu'il n'arrivera qu'au fécond coup , eft le 
produit de \, probabilité que pile arrivera au premier 

coup, par , probabilité que croix arrivera en ce 

cas au fécond coup. 

22. La probabilité que pile arrivera encore au fé- 
cond coup eft , & par conféquent la probabilité 

qu'il arrivera deux coups de fuite eft j x - ' ■ -— ; d'où - 
la probabilité que croix n'arrivera qu'au troifiéme coup , 
«fi j-x-^-x '^ f '. 

23. Par la même raifon la probabilité que pile arri- 
vera encore au troifiéme coup , eft \ x x — — , 

fit celle que croix n'arrivera qu'au quatrième coup, eft 



34. Donc , puifqu'on donne {hyp. ) au premier coup 
1 écu à Pierre , au fécond 1 , au troifiéme 4, &c. dans 
l'hypothèfe du problême de Peteribourg , l'enjeu de 
Pierre fera i[i 1 +t+ ( 1 _ a )( 1 + ( , + i)+( 1 —a) 
(1— a— *)(!-+- <H-*-r-c) + &c] 

3j. Donc pour un coup, l'enjeu fera i; pour deux 
coups, l'enjeu fera i(i-H-e) ; pour trois coups, 
i(j-+-û~aa-t-S_ ba), &c. 

a5. Il ell vifîble que, comme on a au troifiéme terme 
(1 — a)(j-+.fl+*)i= i-~a'+b — ba, ce terme fera 
Gif 
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> que le fécond, fi b> , c'eft- à-dire , fi £> 

a + îu' + ja'+fc. dans le cas contraire il fera plus 
petit , Se égal fi J= — . 

La valeur du premier terme de la fuite eft ; ; &: 
elle va d'abord en augmentant, comme il eft évident, 
fa dernière valeur eft évidemment = o , parce que 
le fafleur 1 — a—b—ç—d— c— f, &c. à finfini — o. 
Ainfi il y a un terme qui eft le plus grand. 

27. Mais comme chaque terme eft pofitif (jufqu'au 
dernier à l'infini , qui elf = o), la fomme des terme» 
va toujours en augmentant. 

28. Dans l'hypothcfe que nous fuivons ici, l'enjeu, 
qui feroit yfi-i-i-f-i + &c.) en fuppofant tous les" 
cas également polfibles , devient (en les liippofant 
inégalement pofiîbles) = {(i + i + «+ (i — a) y. 
( j .-+-&c.]. Le dernier terme de cette fuite, 
comme on vient de l'obferver , ell zéro, & la fuite 
1 , 1 H-a, &c. va d'abord en augmentant, c'ell-à-dire 
que le fécond terme au moins eft > 1 , ainli la fomme 
de cette dernière fuite (fi on fuppofe que la fuite n'ait 
qu'un nombre fini de termes) peut Être =, ou > , 
ou < que la fomme de la première t -H 1 1 , flec. 
félon la loi des quantités a, /', &c. mais cette fomme 
n'eft pris pour cela égale à l'infini, torique le nombre 

2p. En effet ,fuppofons que les quantités d, b, c, Sec, 
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Toient telles qu'on voudra, mais amijetties aux con- 
ditions exprimées ci-deflus; il eft d'abord clair que 
i+n-t-^+.ac <i. En fécond lieu, que i — a — b — 
c — d— e&c. eft < i — a— b— c— dSuc , en retran- 
chant toujours le dernier terme c. 

30. D'où il fuit qu'un terme quelconque (t — n) 

( 1 _ û _*) (l _ û _i_ ( :)( I _ fl _i_ c _rf)( 1 ^ 

+ e ft <([ — „) ( t —„—b) (,— 

a —I,~c—d)x i; & le terme fuivant <{i— a) 
{,_„_*,(,_„ j— *_r— ^kî. 

31. Soit donc mie nombre des termes jufqu a ( 1 — a) 
• (l _a_i Ml _ û _i_ c )( 1 _ a _i_ c _ l ; K ,_H 
n-i-b + c+d-f-c) cïduiîviiner.t, & ilZIafomme de ces 
termes, il e(i aifé de voir qu'en nommant 1 ± a la quan- 
tité' ( 1 — a— 2>)(i — <i— i — c — d),h fomme 
totale de la férié fera <iU-i- une progrefiion géomé- 
trique dont i±s eft le premier terme & le fécond 
[i±*)x(l — a — b — c—d) , ladite fuite étant mul- 
tipliée par 3 ; c'eft-à-dire que la fomme fera <M-f- 
■ j ? quantité qui fera toujours finie, & qui 
pourra même, ainfi que M, être fuppofée renfermée 
dans certaines limites , félon la fuppofitton qu'on fera 
fur ia valeur 6c la loi des quantités rrés-petïtes a, b, 
c, .d, &c. 

32. Par exemple, fuppofons pour un moment que 
a, b , c, d, e, &c. foient fi petites, qu'on puifle né- 
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gliger toutes les puiflances de ces quantités , à com- 
mencer du quarré, les termes de la fuite feront évi- 
demment, en mettant à part le coefficient confiant'; 
qui les mulriplie tous. 



i — — 3 1 — ic —d^-f, 
&r ainli de fuite. 

;j. La première colonne verticale donnera m (nom- 
bre des termes); fi on prend enfuite la fo m me des termes 
extérieurs diagonalement en defcendant de gauche à 
droite, fit qu'on les fuppofe égaux, on aura a-i-i-i- 
c-*-d-*-e-i-f=;a-*-a-i-a-+-a+-a-\-a<={m — i)ai 8c 
aïnfi de fuite ; après quoi reprenant la fomme des termes 
verticaux reftans, &fuppofanttoujoursu=i=e, &c. la 
fomme totale fera m-t-(m — i)a — a( i -H3-+- j ■+■ 

4 .... +n ,_ 3 )_ a(l + 2+3 +BI _ t )_ 

fl(H-2-t-j 4-m— j)Jkc— a, C'eft-à-dïre 

m -(-(m — 1 )a— a multiplié par la fomme des nombres 
triangulaires depuis t, >ufqu'à celui qui efi le(m — j) e , 
ou — a multiplié par le (m — 3 ) 8 , nombre pyramidal, 

3^. Orlen' nombre pyramidal étant — t 

le (m— î) e eft (m— Ainfi 
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la fournie approchée 
exaae,ferojcflH-(m— - 1 — 

= m-i 1( — mJ + Sfi 1 — f/n}, qui 




: : — Donc l'enjeu eft <im fi m>y, 

eft ={m fi i7i=.j , Se >im fi m<t. 

5f. On voit encore que fi m ell très-grand , il faut 
fuppofer jm'<1; afin que l'enjeu ne devienne pas 
négatif, ce qui ne fauroit avoir lieu en aucun cas ; 
mais ceci n'eft qu'un efiai de calcul imparfait pour 
montrer que i'enjeu, dans notre hypothèfe, n'eft piue 
infini comme dans le problème de Peterlbourg. 

jff. Plus généralement, foit i — a — b — c—d—e 



Ècc. = , 7 étant = 

b+c+d Etc. = — 2 — j 



i , en forte que a -H 
mt un nombre très- 



petit, afin que quand 1, a-^-b-r-c + d &c. qui 
fe réduit pour lors à a , foit très-petit. 

37. On vpit aifément que quand ^ = 0, 6u m= 1 , 
<X—~a—b — c — d, &c.= », &. que, quand x ou 
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a , comme cela doit être. 

38. Il eft clair qu'un terme quelconque dont le rang 

que la différence de deux ternies confécudfi elt 

Tw^: ,!..'.-..^ «(.-t-vt— )- 

). Or ce dernier fafleur eft =— + /m— 
î//i!-t-3//ni*-, quantité évidemment' pofitîve , fur- 
tout lorfque m eft rrès-grand. 

jj. Ainlï, dans cette hypothèfe, les terme! vont 
en diminuant, à commencer du fécond au troifiéme 
terme , puifque m = 1 rend la différence négariv», fle 

39. En général, li on prend a & f pour des quanti- 
tés quelconques, f étant toujours très-petit, & 1 4-»-h 
^>< 2 , le rapport d'un terme quelconque au précèdent 
eft ! '~* ^ ( " t " ~*~ f) ■ or j, e ft <i — », puifque 1 -H 

a-f-/<2; foit donc j= = ( 1 — a), y étant une 
frailion , on aura le rapport dont il s'agît = 
,_ . lf "t ZJL. > cet[a quantité Tera <, ou 
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= ,ou >i-t-« fi — a/<t4-/V =»,c'efl> 

a-d,re , fi on a / = 

40. Comme il faut que / foit une fra£lioi> ; il efl 

clair que dans le cas où / > -— , cette dernière 

quantité' doit Ctre une fraÛion , d'où l'on tire »-t- 
«><(!_„)=, ou j,<,. 

4 UI éclair encore, que laquanrin* ' 

eft d'autant pins grande, que a efl moindre, en forte 
que fa plus grande valeur ou plutôt la limite de fes 
plus grandes valeurs fe trouve en fuppofant f'= 1 & 
« = o , ce qui donne z pour cette limite. 

42. D'un autre cote' , f' qui doit être < 1 , doit être 
>o, c'ell pourquoi la limite des plus petites valeurs 
du rapport d'un terme quelconque au précèdent, efl 



^j. Si les quantités a, b , cj d, e, &C, (art. if S 
fuïv. ) vont toujours en diminuant au nombre de m — 1 
il eft aifé de voir qu'en nommant o- leur fomme, or 

aura f< ^ j — p Soit donc f= — , /érant<(. 
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a , comme cela doit être. 

36. Il eft clair qu'un terme quelconque dont le rang 

que la différence de deux termes conficucifs eft 

"*"* -. ? - \ Or ce dernier facteur eft =1 — 2j>-r-j>m — 1 

2 f fm-ir-2 f fi» 1 -, quantité évidemment pnlîtive, fur- 
tout JurR]ue m eft très-grand. 

39. Ainfi, dans cette hypothèfe , les termes vont 
r du fécond "au ttoilîéme 



terme, puifque m = \ rend la d 
que m= 2 la rend poutive. 

)J. En général , fi on prend a Se f pour des quanti- 
tés quelconques, f étant toujouts très-petit, & 
j>< 7 , le rapport d'un terme quelconque au précédent 

eft' "'~"' ( '~!" - " - - - ; 01 f eft <i — a, puifque 1 -H 

u + / < = i foit donc f=f' (1 — *], /' étant une 
fra&ion , on aura le rappott dont il s'agit = 

- ~* +f i _J m F " + F - - , cette quantité ïeta <C, ou 
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= ,0U >I+n lï — a 1 -)-/ If'u-t- f'u' = a,Ceil- 

40. Comme il Faut que / (bit une fractiuii ; il eft 
clair que dans le cas où — — , cette dernière 
quanrïté doit Ctre une fraâion , d'où l'on tire a 

•*<{i— «); 3 ou 3 .<i. 

41.Il ell clair encore, que la quantité ~'~ f( — 

eft d'autant plus grande, que m eft moindre, en forre 
que fa plus grande valeur ou plutôt la limite de fes 
plu; grandes valeurs fe trouve en fuppofant j>'= 1 & 
11=0, ce qui donne 2 pour cette limite. 

42. D'un autre côté, f qui doit Être <i , doit être 
>-o, c'eft pourquoi la limite des plus petites valeurs 
du rapport d'un terme quelconque au précédent, eft 

4j. Si les quantités a, b,c, i, e, &C. (art. is oC 
fuiv. ) vont toujours en diminuant au nombre de m — 1 , 
il eft aifé de voir qu'en nommant tr leur femme, on 
aura Soit donc f= ■ — , y' étant <C 1 , 
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cette quantité fera S 1 félon que - * ( ' 



4$. Donc puifque / doit Être < 1 , il faudra , fi on 
veut que la première de ces quantités furpafle ou égale la 
féconde, que (» + nr'|x — °" ■ l '^~~ )t — — — , 

foit une fradiion, ce qui eft impoffible. Donc la pre- 
mière quantité ne fauroït être plus grande que la fé- 
conde, ni lui Être égale ; donc les termes vont en di- 
minuant (au-delà du fécond) dans la férié qui exprime 
l'enjeu. Je dis au-delà du fécond ; car il eft clair par 
l'art. a+ , que le fécond fera toujours > que le pre- 
mier. En voilà aflez pour faire voir que les termes de 
l'enjeu vont en diminuant dès le troifiéms coup , juf- 
qu'au dernier. Nous avons prouvé d'ailleurs (art. 31) 
que l'enjeu total, fomme de ces termes, eft fini, en 
fuppofant mÉme le nombre de coups infini. Ainfi le ré- 
fultat de la folurion que nous donnons ici du problème 
de Peterfbourg, n'eft pas fujet à la difficulté infoluble 
des folutions ordinaires. 

4;. Si — — — eft la probabilité que croix viendra 
plutôt que pile, & + " la probabilité qu'il arrivera 
fi pile a paru fl coups de fuite , on peut demander quelle 
fera la probabilité totale qui réfulte de ces deux-là? 
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$6. Ajoutera-t-on enfemble les probabilités — —fit 
- ' ■ "t -. ! Mais leur tomme ferait plus grande 

que l'unité , ce qui ne Ce peut. 

Se contentera-t-on d'ajouter à U probabilité y 
qui ferait celle de croix dans le cas de w = o fit de 

a' = o, les augmentations & — qu'elle reçoit par 

les deux fuppofitions données ? Mais la fomme 
1 -t-a +f_ ^ p 0urro i c encore être plus grande que l'unité. 

47. Enfin, ajoutera-t-on enfemble les probabilités 
. , — + ° - , qui doivent donner croix , pour les di- 

vifer enfuite par la fomme — ^ — , , ; — - — 1 

— des probabilités qui doivent donner croix ou 

pile, c'e(l-à-dire pari? En ce cas, on aurait , 

qui en < que la plus grande des deux quantités , 

~ - - ; au lieu qu'elle doit Être plus grande que la 
plus grande de ces quantités. ^ 

4S. On pourroit dire que la probabilité — - — que 
croix viendra , fuppofée ci-deflus dans le cas où pile 
eft déjà venu plufieurs fois de fuite, n'eft pas la même 
lorfque ' ■■ eft la probabilité que croix doit tomber 
Hij 
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plutôt que pik, & lorfque cette probabilité efï Ample- 
ment {, c'eft-à-dire que croix peut arriver aufli-bien 
que file. Cette obfervation peut Ctre très-jufte. Maïs 
il femble au moins que la probabilité" doit Ctre , dans 
le cas dont il s'agit ici, >- ■ qui ferait la pro- 
babilité de croix an feul premier coup. Or je demande, 
d'après les principes expofés ci-deuus, de combien kl 

probabilité doit c l ï'— aiiEnicr.iéc après que fil: 

efl tombée de'fuite un certain nombre de fois? 

.y. Dans La théorie ordinaire , & en parlant de tous 
les principes admis iufqu'à préfent par les Géomètres 
fur l'indifférence des événemens femblables fucceilifî 
ou non fucccliiii , lnrfqu"'«:i événement, par exemple, 
croix, eu arrivé" plufieurs fois de fuite, ÔC qu'on n'avoit 
d'ailleurs aucune raifoi! do croire qu'il dût arriver ainfi, 
il ell clair qu'il y a quelque probabilité que croix avoit 
plus de pcncliant à venir que pik. Mais comment erli- 
mer cette proUbilité d'après h diûie fuccclTive & fup- 
pofêe de croix un certain nombre de fois de fuite î 
Cette quenion a rapport à la recherche de la probabi- 
lité des cauAis par le; événcuiens , dont plufieurs fa- 
vans Géomètres fc four occupés, Voyez, dans les Trtm~ 
faSions pkiiofophiques de 176; & 1764, les recherches 
de MM. Bayes & Price fur ce fujet, & celles de M. de 
la Place dans le VI e Volume des Montures des Savons 
Etrangers , préfcr.tés l' Académie des Sciences , & im- 
primés en 1774. 
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ï. III. 

Sur des différentielles réductibles aux arcs 
de feclions coniques. 

i. M. Euler , dans les Tomes VIII & X des nou- 
veaux Mém. de Peterfbourg, a donné des moyens de 
réduire à des arcs de ferions coniques la quantité 
JWl£ZVÙ _ .f.g.h.k étant des coefficiens conf- 
tans. Il elt très-aifé de voir, comme je l'ai déjà ob- 
fervé dans les Mém. de l'Acad. des Sciences de Paris, 
>7*P> pag- l 'î i 1 UC ce[ce différentielle fe réduit à des 
arcs de feflions coniques par les mérhodes que j'ai 
données dans les Mém. de Berlin, année 17+6. Je me 
propofe donc feultivem ici d'examiner les cas où ces 
différentielles fe rédviifent à la rectification de l'ellipfe 
feule, ou de l'hyperbole feule, ou de l'ellipfe & de 
l'hyperbole tout- à- la -fois. 

2. Je remarque d'abord que / & g ne fauroient Être 
tout-à-la-fois négatifs, non plus que h fit*, puif- 
qu'alors le radical •/{/■+ gx\) ou le radical t-'(A-)-À^) 
ferait imaginaire, fie la différentielle impoffible, ou 
plutôt inutile à intégrer ; il faut feulement obferver 
qie/> fii A . pourroienr Ctretous négatifs à-la-fois, 
parce qu'alors, en changeant les lignes du numérateur 
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& du dénominateur, la quantité l^" ^" 1 "^" ^ feroit 
réelle ; ainfi , comme les lignes — feroient alors chan- 
gés en -1-, je ne compte ici que les cas fuivans. 

i°. Celui de /, g, h, k, tous poiitifs. 

3°. Celui tef+g\\ k de h — k\i; 

3°. Celui de f+-g\\ & de k\\ — k; 

4°. Celui dtf—gxi & de A-M^; 

f". Celui de / — g%% 6c de k — Aï^ i 

e". Celai de f—g%{ & de k^—h; 

7°. Celui de g\\—f & de h + k^i ; 

8". Celui degn— ftc de h—km 

9°. Celui de g\\—f Sa de *n— /l - 

3. Suppofons préfentement f+g\\^x, f & g 
étant tous deux politifs, nous aurons \\= — — — 



au numérateur) 



négligeant encore Vg 



-f^~^ÏL a (en négligeant av'gau dénominateur) 



Mém. cités 



de Berlin, 174^, pag. ioi & aoj, art. ir, 17 fit s< _ 
que les différentielles réductibles à des arcs d'ellipfe font 
de la forme — — ±1— — , /' fit ^ étant des 
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AUX ARCS DE SECTIONS CONIQUES. 63 
confiantes (a), & que celles qui font réductibles à des 
arcs d'hyperbole, font de la forme ^ lx ' x:t: f x ^^g^ ou 
« cette différence , que la pre- 
emielles peut être intégré 
1 fimple arc d'hyperbole , & la féconde par u 
d'hyperbole combiné avec une quantité algébrique. 

j. Dans la préfente fuppofition , de / et g pofirifs , 
II faut pour la réduction à l'arc d'ellipfe , i D . que k 
foit négatif; 2 0 . que hg — ikf foit pofitif fit réeli 
3 0 . que kff — hgf foit négatif; à quoi on doit encore 
ajouter (Mdin.de Berl. i7$S, pag. 301, art. 16) la con- 
dition de f' i >4g'g', afin que la quantité/** — XX — 

gg— (— x)*-"— gg~ 

imaginaire, quelque valeur qu'on donne à x; ce qui 

arriveroit fi — gg étoit négatif, puifque (— — x^' 

ou (a: — — ) ell toujours pofitif. 

2 0 . Dans la même hypothèlê de f & g pofiofs , il fau- 
dra pour la réduction à l'arc fimple d'hyperbole que k 

(a) Il efi W dWtrc. kique fi dans I«Mftn.dt Berlin, , 7 ,(, p. 101, 
art XV, on fippofe f — 1 irfgiHfdanil'équiaonaa-Kj— I)"=ar. 
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foit politif & h yf ni'pn i!", & pour la réduflîon 

à l'arc d'hyperbole combiné avec une quantité algé- 
brique, il faut que k foit négatif, & kff—kgf po- 
litif, le terme x(hg — 2 kf) étant d'ailleurs poiirif 
ou négatif comme on voudra ; & 011 remarquera 
que la condition de f'f<4g'g n'efl pas ici nécef- 
faire, comme dans le cas de l'ellipfe ; parce que iif 

/w s --(-*4)"-~-«' s <*/— " 

+ e y-^- + e V~(x±4-)', <ta» quuddl 
qui peuvent être pofitives , au moins en fuppofant cer- 
taines valeurs à x. 

S. Commentons p.ir le fécond cas , c'elt-à-dire , par 
la réduction à des arcs d'iwperboles , parce que ce cas 
ne renferme que deux conditions , au lieu que celui 
de l'ellipfe, qui en renferme trois & même quatre, 
eft par certe raifon un peu plus compofé. 

7. Mais d'abord obfervons en général, que li on a 
— f-*-g\\, il faudra, dans le radical inférieur de la 
transformée, changer le ligne des termes où/fe trouve 
linéaire, parce qu'on aura ici =^^,.au lieu de 

& que fi on a/— g\\, ce qui donne 
•~ x il faudra changer le ligne du terme kg x, 

&le figne du terme hgf; Se comme le terme où eii 
x n'influe point dans les conditions du fécond cas , 
il s'enfuit que dans ce fécond cas , il faudra Amplement 
remarquer 
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remarquer qu'on a =Phgf, favoir — dans le cas de 
f-t-gU, & + dans le cas de/- m ou g K — fi 
8. Donc, pour réduire le radical à la forme 
^{xx±fx — g'g'), c'eft-à-dlre, àun limple arc d'hyper- 
feole, on trouvera aifément que , fi l'on *f+ gll ou 
f~ë\Ks Ies conditions feront, que k foie pofuif, & 

dans le iecond^ donc ( à caufe dc/pofWf) kf^hg fe"^ 
négatif; donc i°. dans le cas de — hg, il elï clair que 
— hgâmtÈae négatif, puifque*/cft pofitif, étant formé 
de deux quantitéspofirives/, A; donc h doit être pofitif, 
puifque"g- eft pofitif, 6c de plus hg doit être >kf. 

S. Donc le cas de k r£duk * Un Cun " 

pie arc d'hyperbole, fi A eft pofitif, k pofitif, & 

3°. Si on a -i~hg, ce qui arrive dans le cas de 
f—g\X> il eft clair que la condition de kf+hg né- 
gatif efl impoffibie, fi h eft pofitif, & que II Aeii néga- 
tif, il but que hg (bit >*/ Donc ^^J"," « 
peut fe réduire à un fimple »tc d'hyperbole ; pt 
" Uti — t; ne P aurrolt sy réduire, que fi on avoit 
hg>kf, ce qui eft impofilble ; car/— & ' 
devant Être tous deux pofitifs, ona— >ïî>— ; 
donc-^>~, & */>S ff , 

Op. Mût. Tom. VU. I 
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î°. Si on a gn~f, alors les conditions pour la 
réduction dont il s'agit , font que k foit pofitif , fie 
kf-t-hg négatif. Donc h fera négatif, &Ag>ft/ Ce 
cas eil repréfenté par ( qu i f er a par con- 

fisquent réductible à un fimple arc d'Iiyperboie, fi hg 

.10. Venons maintenant au cas de la réduction à 

- . c'eft-à-dire , au cas où la propofée' 

doit fe réduire à un arc feul d'hyperbole, combine - 
avec une quantité algébrique; fi dans ce cas on a 
f+g\\ ou f—gix, les conditions font que k foit 
négatif, fit kff^hgf pofitif, ou kf+hg pofitif; foit 
A= — », il faudra que — uf=^hg foit pofitif; donc 
fi on a — hg, c'eft-à-dire,/+£^, h doit Être né- 
gatif ; ce qui ne fe peut , puifquc k cil ddja négatif ; 
ainfi le cas de — î ^f?~* u ■ ■ ne peut fe réduire à ua 
arc feul d'hyperbole , combiné même avec une quan- 
tité" algébrique. Et fi on a -hhg, c'eft-à-dire / — g\ï, 
alors il faut, pour que — uf+hg foit politif, 1°. que 
h foit pofitif; 2°. que hg>kf. Donc la différentielle 

^ vy~gu) _ fe rdduit . un fi[np]e arc d > hyperbole - 

combiné avec une quantité algébrique, pourvu que hg 
foit >kf. 

11. Enfin, fi on avoit V{g\^—f), on auroit, dans 
le cas de la réduction dont il s'agit, k négatif, 4c 
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kf+hg pofitif, ou ~»f+h S pofitif. Donc k doit 
être pofitif, & hg>*f. Donc le cas de . W«n*zû. 
eft encore réductible à un arc d'hyperbole combiné 
avec une quantité algébrique, fi on a hg>kf, con- 
dition d'ailleurs indifpenfable pour ia réalité de la dif- 
férentielle, puifqu'on a ici — > ÎÏ >Z J $ 0 Wig>kf. 

U-Donc, .".kcude , & celui 

de — ^"Lj^ ) fe f^duifei» à un fimple arc d'hy- 
perbole fi kg eft > kf. a". Le cas de -ii\2£^lgI. T ! ■ , 
& celui de ■ ^'j!!t~f . réduifent, fi hg>kf, 
à un arc fimple d'hyperbole combiné avec une quan- 
tité algébrique; & il ne peut y avoir d'autres formes 
que celles-là , qui dépendent de la rectification de l'hy- 
perbole feule. 

i î- Venons maintenant aux différentielles 

réduflibles à la reffification de l'eUipfe, 
fie prenons d'abord le 'cas où la quantité radicale eft 
kxx*-x{hg—zkf)-+kff—hgf; c'eft-à-dire, où 
l'on a v i/-i-gll). On voit d'abord que k doit erre 
négatif, & kff—hgf négatif, c'elf -à-dire , kj — kg 
négatif. Soit * = — » ; donc — uf — h g fera négatif. 
Donc k doit être pofitif, ou A négatif & hg<kj: Or 
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h ne fauroit tue négatif, puifque k L'eft déjà. Donc .A 
doit être feulement pofitif. ;°. hg—ikfo\x kg + i*f 
doit Cire pofitif & l'eft en effet, puifque h , g, ta , f, 
font tous pofitifs. 4°. Enfin la condition ci-deflus, 
(art. j), de/'/' — 4£ / g' pofitif, doit donnerencore ici 
une quatrième condition, en écrivant d'abord — k pour 
~i-k, & remarquant enfnite après ce changement , que 

condition fera donc (hg-h ik/y- > 4 k(kff-i-hgf) , 
ou A'-g l >o, ce qui a lieu en effet. Donc le cas de 



JWif+gw) f £d ; à , re£lif j cal - ioll de ['ellipft. 

14. Si on a V{^ïï— /}, la quantité qui eft fous le 
ligne radical fera (en changeant le figne de f) kxx-i- 
x(hg-k-2kf)-¥kff-hhgf, & l'on a pour lors, 1°. k 
négatif; 2". kf+hg négatif, ou — wf-i-kg négatif; 
& comme h ne fauroit être négatif, puifque k l'eft 
déjà, il s'enfuit que h doit Ct;e pofitif, & que kg doit 
être <kf; 3°. Enfin hg-t-zkf ou kg — s./ doit Être 
pofitif, ce qui ne fauroit s'accorder avec la condition 
de hg-t-kf, ou hg — ùf négatif, puifqu'à plus forte 
raifon hg+-zkf, ou hg— sa/feroitaufii négatif. Donc 
le cas prêtent de -l 1 . ^? - ^ - he fauroit fe réduire à la 
rectification de l'ellipfe; fit en effet, on a — >\\> 
— , ou hg~>kf, ce qui ne fauroit s'accorder avec 
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15. Enfin fi on a ^{f — g\\) la quantité qui eft 
fous le (igné radical fera kxx + x{ — ikf~hg)-t> 
kff+ hgf, & on a , ! k négatif i°. kf+ kg négatif, 
ou — a/'-i-hg négatif j & comme k ne peut Être néga- 
tif, puifque A l'flft déjà, donc Acftpofuif; donc kg doit 
Étre"<ft/ i". — a*/ — kg ou -t-auf—hg doit être 
pofitif; ce qui donne hg<zkf, condition qui fuit de 
la précédente hg<kf. i °. Enfin la condition de £f— 
4^ / g / >o en donnera ici une quatrième, en obfervant 
de changer en — k, & remarquant enfuite que 
^=/^ q ue-^-^, «qui 
donne <Mf— hg)> >i k{kff—kgf) ou h'g'>o, 
condition qui a toujours lieu. Donc — ^'/ . TfJ il 
réduit à h reclilkailon l'cUipC; , fi hg<kf. 

• S. Donc k différentielle dépend de 

la rectification d'une elltpfe , 6c h différentielle 

^il—f") > ea dépend auflî , pourvu que dans ce 
dernier cas kg<kf; & il n'y-a point d'autres formes 
que ces deux-là, qui puiffent fe réduire à la rectifica- 
tion de fellipfe feule. 

17. Quelques-unes des propofitions précédentes font 
aifées à démontrer d'une autre manière & à priori, en 
considérant, 1°. que l'élément d'une ellipfe efl 



q le paramètre, ou 
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plutôt Je rapport du paramètre à l'axe, d'où il eft clair 
que cet élément eft en général ^ m £ anc 

< i , C m eft négatif, & pouvant être tout ce qu'on 
voudra, fimdlpofidf. Donc.fi onaii^^-HL, on 

peut la chaaeer en -Lf * p7^j~ = ( « 

falTant ^ = uv)Adu ^ ^JJ^ ; donc fi 
°» » •+-» -~ peut Être tout ce qu'on voudra, & fi 

18. De mêtne l'élément de l'hyperbole eft 

^ j ou f - _^ | j , cefta-dire 

— ' ( ^^7) '~ ' m ^ tant toujours > i ; donc 11 oa 
. j^'P^f , on la changera en J^tx 

kc4^o •« ■ 

A4 a _ - — i donc gk doit être >*/ 

19. Mais cette méthode démontre feulement la con- 
dition de £ A> ou <A/i & la méthode précédente 
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démontre de plus quels doivent Cire les lignes des 
coefBciens dans les formes , qui peuvent 
fe réduire à un fimple arc d'eïlipfe ou d'hypetbpje; 
ou à un aie d'hyperbole combine - avec une quantité, 
algébrique. 

20. Si on nomme m' le demi-axe corljugué' au demi- 
axe 1 fur lequel font pris les il ,- on aura en général 
j=m' 1 ; donc pour l'ellipfe m'- — 1 = ±~-, & pour 
l'hyperbole ta'' -+■ 1 =-£i- ; donc dans le premier cas 
m' = ï-^(i±-^-), & dans le fécond tri = 

'•ai. Il réfulte des recherches précédentes, quil n'y 
a 1°. que les deux différentielles - J^^^ y & 

ViÈr y - i ui P uiffen( d:ms cous les cas fe réduire 

à la reflificadon -d'une feule feilion conique; la pre- 
mière à la reflification de l'ellipfe, la féconde à celle 
de l'ellipfe fi !ig<kf, & à celle de l'hyperbole com- . 
binée avec une quantité algébrique , fi hg> kf. 2". On 
peut y ajouter la différentielle ^^\"^ ~) 1 UC '- 
qu'elle exige ia condition hg>kf, parce que* cette 
condition ell neceifaire pour que la différentielle foit 
réelle. i°. Enfin, W deux différentieUes 1 * 
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JWigw — /> p CU venr fe réduire à un arc fimple 
d'hyperbole j : mais feulement dans le cas de kg>kf. 

2s. Il 'réfulte encore dos i:u:::hj; recherches, que les 
différentiel lés réductibles à-la-fois à des arcs d'ellipfe 
& d'hyperbole , font 

■•• 

□ *Wif+eiO 1 . l .: 

4". - *' Tv/ ^~ g " — ; cas où Ton a néceflai rement 
-~>ï\'> — i & par confisquent kg'*Zkf; 

5 ' v'C+tîî) ' 

^""^ ,GAg<ft/i 

2j. Il réfulte enfin qu'en général - 
peut fe réduire , ni à la rectification de f ellipfe feule , 
ni à celle de l'hyperbole feule , fi f & h font de- dif- 
férens fignes; & ne peut fe réduire à la rectification 
de l'hyperbole , combinée avec une quantité" algébrique , 
que dans le feul cas de > d où réfulte hg^kf. 
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14. Soit p un angie quelconque, il eft clair, en (al- 
lant cof. f = a, ou fin. f=a, que la quantité 
a'/>i'(a-l-£rm./''+-ycof.^')> eft réductible à la rec- 
tification de l'eliipfe, fi on a *4-É pofiiif ou ct-t-y 
pofitif ; car* cette quantité Te changera en — " — — x 
V{«+C— Sa'-Hya'), ou . t , ( ,^„ p'" / l» + y + 
£«■— yie), qui fe réduit à la forme 'W ± *» ) J in . 
tégrable par la feule reaification de l'eliipfe, en ob- 
fervant de plus (art. ai) que li on a —g\\, il faut 
ope fk>gh; d'où il réfulte, 1°. que la différentielle, 
propofée eft réduûible à la rectification de l'eliipfe feule 
fi on a n-hZ polîtif, & y — Z pofitif, ou »+y polîtif, 
& £ — y pofitif. 1". Si dans le premier cas y — £ eft 
négatif, 6c £ — y dans le fécond, on doit avoir 

— — ->i ou — > 1. On peut confidérer au 

refte , que dans l'une ou l'autre des deux formules le 
coefficient de ti* fera pofitif, puifque cet coefficiens 
font de fignes contraires; ainfi la feule condition de 
«t-t-£ ou a-hy pofitif eft ici fuffifante. Suppofons 
«.-*-£ pofitif, & y — £ pofitif, ce qui donne la pre- 
mière différentielle réductible à un arc d'eUipfe, il eft 
clair que a+E-t-j.— £<=« -+-y fera pofitif, & que 
■ ■ fera > 1 , puifque quand même a feroit néga- 
tif & =— a.', C+a=G — «' étant pofitif {hyp.),m 
Op. Mat. Tom. VIL K 
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aura £>«',& par conféquent (à caufe de y — £ po- 
ficif > y>Ê>a' & y— a'>y — E. Donc la féconde 
différentielle eft aufli réductible dans ce cas à un arc 
d'ellipfe ; ce qui doit Ctre en effet , puifque la première 
& la féconde différentielle font les' mûmes B & ne dif- 
férent qu'en ce que u= cof. p dans la première , fie 
= (in. p dans la féconde. On prouvera à peu près de 
même que lî & + Z en pofitif, fit y — Z négatif, & 
que - > i , s4-y fera polîof, fie qu'ainfi les 

deux différentielles feront également réductibles à un 
fimple arc d'ellipfe. 

af. Il eft clair que la différentielle propofée peut 
fe. changer en dp v't M -t- N cof. np), ou en ■— ^> 
w'fM-t- N cof. yi') , fie que, pour réduire en général 
ces deux différentielles à la précédente, il fuffit d'écrire 
dans la féconde cof ip, au lieu de cof. p' , fie d'écrire 
enfuite 1 cof.^ 1 — i , au lieu de cof. 2p; après quoi 
il fera facile de voir fi la propofée eft réduailiie à un 
arc d'ellipfe. 

a5. Si on a dpW{M-*-N tin.p'), on fera fin. / = 
cof.j, ce qui donne cof. /= (in. q , dp'= — dq a 
fie la transformée — dq'/{M-^-N cof. q), qui fe ré- 
duit à la forme précédente. 

57. Enfin fi on avoit iq' V(M-+- Min, j/-hL <x£.jf), 
on écrira, au lieu de N fin. p' -h L cof. p' , la quantité 
if fin. if-*- A), ce qui eil toujours poffible , & enfuite 
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y au lieu de p'~t-A, ce qui donnera la transformée 
dq v"(jVf-J- H fin. q), réductible à la forme précé- 

28. On voir au relie que, dans le cas où les diffé- 
rentielles dont on vient de parler ; ne font point ré- 
ductibles à des arcs fimples d'ellipfe, elles font au moins 
réductibles à des arcs de ferions coniques, puifque la 

transformée lèra toujours de la forme — ■- — — , 

& que de plus, fi on a/négatif (ou guu—f), & 
g>/, elle fe réduit (art la, n". a) 1 un arc fimple 
d'hyperbole combiné avec une quantité algébrique. 

29. On trouvera par un* méthode femblable aux 
précédentes , les cas où ~^y- iilL_— j fe ré- 
duit à des arcs feuis d'ellipfe ou d'hyperbole. Il fuffira 
pour cela de (Jippofer ^a=ac, & on aura pour rranf- 

formée — ■ -■ -, & d'appliquer à ce 

cas les raifonnemens précéders, en obfervant, comme 
ci-defius , que / & g ne fauroient être tous deux négatifs 
à-la-fois, non'plus que A & A, & que s'ils font tous 
quatre négatifs , il faut changer les lignes, ce qui le* 
rendra tous pofitifs. 

30. On trouvera par conféquent, que la propose 

fe réduit à la forme — - — p , c'efl-l-dire, 

à la rectification d'un arc fimple d'hyperbole, fi on 1 
gk pofitff, kfh négatif. 

Kij 
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Donc, 1°. fi on zf+gXt, il faut que k (bit po- 
fitif, & h négatif; c'eft-à-dire, qu'on ait 

Ufj 

✓ [/+«ïï).v'l*«-*> * 

3n a/— fîî, il faut que k foït négatif, & 
, te qui eft impoflible, 

a £ïï— ; /, il faut que A foit pofitif, & 
e qui donne — — ■ — "^^^ y - 

de même que la propose fe réduit à 

, c'elï-à-dire , à un arc d'hyper- 

bole combiné avec une quantité algébrique, fi on a 
gk négatif, & fh pofitif. 

Donc, i°. fi on a f-+-gn, k doit être négatif, & h 
pofirif. Ce cas eil repréfenté par 
a°. Si 

litif. Ce cas eft repréfenté par ■■■ ■ " J * . 

î°. Si on a g\\ — /, k doit être négatif, & h né- 
gatif, ce qui ne fe peut. 

jî. On voit enfin que la propofée fe réduit à la 

forme — ■ — ■ , c'eit-à-dire, à un fimpie 

arc d'ellipfe, fi on a fh & gk négatifs, & fh+gh 
pofitif, & de plus f'f > 4g'g'. 

Donc, i°. fi on a f-+-gn, h doit être négatif, ainfi 
que k, ce qui ne fe peut, 
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a°. Si on a / — g^\, k doit être pofitif, & h né- 
gatif; d'où l'on voit que la troifiéme condition de 
fk+gh politif fera remplie, puifque fk fera politif, 
étant compofé de deux quantités pofitives , ainfi que 
gh, formé de deux quantités négatives. Enfin , pour 
remplir la quatrième condition, on oblèrvera que le 
radical exprimé en x , eit repréfenté ici par — fk — 
gkxx+(fk+gh)x-} t & qu'on 3 f=-£îiL t & 
g'g'=~^ î donc il faudra que ffkk+ifkgh+g-h'-. 

foit "><igkfh ou (fk — g A)>>0, condition qui a 
toujours lieu. Donc on pourra réduire à un arc d'el- 

lipfe la différentielle — j on re- 

marquera feulement qu'ici — doit être , & 

par conféquent/*>gA, fans quoi la différentielle fe- 
roit imaginaire. 

ï°. Si on a g\\ — /, A doit Être pofitif, 6c k né- 
gatif; doù l'on voit que la troifiéme condition de 
Jk-\-gh poiitif , fera remplie , puifque / & A font né- 
gatifs , fit g, k, politifs. A l'égard de la quatrième con- 
dition, on obfervera que le radical elt repréfenré ici 
par V[ —fh ~gk x x-t-ifk +gk ) x L & on trouvera , 
comme dans le cas de / — g\\, que la condition fe 
réduit à (fk — gky>o, condition qui a toujours lieu. 
Donc on pourra réduite à un arc d'ellipfe h différen- 
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— . On remarqueta feule- 
ffiérentielle ne peut être réelle qu'au- 
tant qu'on aura >ïï> —, Bc par conféquent 

kg~>fk. Ce cas e(l l'inv-erfe du pri cèdent , ou plutôt 
n'eft proprement que le même, où l'on a mis A pour 
f } Si. k pour g, & réciproquement. 

3j. On peut encore prouver d'une autre manière 
les propolitions précédentes , en confidérant que la diP- 



ce qui donne a>JC>£, Ou »>£ ; d'où il eft clair que 

dans les différentielles ^ — î réduîli- 

bles à la rectification de l'elTipfe, les quantités renfermées 
fous les lignes radicaux feront de la fornie /— 

— h, & que — doit £tre>-^-, puifque ~>r 
îï>~> o» de la forme A— k\\, g\\—f^ & que 
— doit être> — ; deux cas quireviennent.au même. 

34. Par ia même raifon, comme h diiférentielle 
- xx ^° - > rédu&ible à un fimple arc d'hyper- 
bole fe change en ■ x ^ x ■ ■ ■-■ il eft clair que 

pour la rcduÛion à un funpie arc d'hyperbole, il fau- 
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dra que la forme foii ici — — . ou 

— : deux cas 



3f. Donc les cas ohf&ch feroient de mcme ligne 
ne peuvent (è réduire a la rectification de l'ellipfe feule, 
ni de l'hyperbole feule. 

36. Enfin, pour la rédu&ion à un arc d'hyperbole 
combiné avec une quantité algébrique , on. » . 



cas renferme les différentielles 



V</— JU)V[A-t-* n > ' 

de lignes différens ne peuvent fe rapporter à celui dont 
il s'agit ici. 

Î7. Donc on ne peut rapporter ni à la rectification 
de l'ellipfe feule , ni à celle de l'hyperbole feule , ni 
môme à celle de l'hyperbole combinée avec une quan- 



ïté algébrique, le cas de iï^ . non 

plus que celui de — , 

1 VI/— *n>V(*^-*u> 

38. L'ellipfe donc la reûification donne l'intégrale de 
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forme -^j, ~gg)' Or ( Mêm. de Berlin, 'li^i 

: ) les demi-axes r, g 1 de cette ellipfe font tels 
—rr—g'g', & les abfcifles i prifes depuis le 
&furle demi-axe r doivent être telles, que rx=* 
„ + (IL _ , ) tt, g'g' étant = "2- ; donc r= £ ± 

ou — h '* ; — donc i= H 

fin, , en mettant pour x & valeur ^s, — 
(£__),,, « K _± + (^_A),' A 
l'<îgard du demi-axe conjugué, il fera \^{^~}. 
3S. L'hyperbole dont la reOificatïon donne l'intégrale 



,fe rapporte à la 
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forme ^,^_'7~ ' ° r ( Méiti. BetBn , 1745, 
pag. ïoj) les demi-axes r, g' de cette hyperbole font 
tels que rr — g'g'=*=-±f'r t & les abfcilfes 2 prifes 
depuis le centre fur l'âne r, font telles que f= . 

— -f— * 

fera telle qu'on ait t* = — ~ — , ou 

— "*-H 

— ^ — ; d'où l'on tirera aifément la valeur de j!.; 

quant au demi-aire conjugué à r, il fera 

40. Enfin l'hyperbole dont la rectification combinée 
avec une quantité algébrique, donne l'intégrale de 

ytg's'i^v-" " a ?ouc demi -" es è' & 

T y n {^J-+g'8') > & pour abfciflbs i 
0/>. JBot Jb/n. FIL L 
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& 20). Donc ïîr 



-(Mém. Berl. 174e, pag. 203, : 



l'hyperbole d.nt I;; rectification (com- 
binée avec une quantité algébrique) donne l'intégrale 



axe S £'=K — ,Ôcr = ± — ■ + 

if +. A) _ ± , ou X , & pour ab- 

r . r KÇferlk ) KMdzà 

4 [. L'hyperbole dont la retlificatlon , combinée 
avec une quantité algébrique , donne l'intégrale de 
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— 1/1 dans le premier cas , & 

, ■ ffj^ff , dans le fécond , c'ell-à-dire, 

*)1 

à la fomie--- ^^^^^^ .cequidonne.dantle 

premier ca s/ ="^4^ « «V— 5 *^ & dant 

le fécond /'■=+ — , gg~ | ■ oc 

les demi-axes de cette dernière hyperbole (Mém. Ber- 
lin, 1745, pag. 203 , art. XX) font g' Se. — -H 

4a. On trouvera de même les ases de l'ellipfe fie 
ceux de l'hyperbole fimple, dont la redincation donne 
l'intégrale des différentielles mentionnées ci-deffus (ar- 
tïcleG îi et 17) ; & il ne paroît pas néceffaire de non» 
arrêter plus long-temps fur cet objet. 

43. Nous avons fuppofé pour plus de facilité dans 
les calculs précédons , que f-hgu & *-»-*ïï étaient 
tous deux pofitifi ; cependant s'ils étoïent l'un & 
l'autre négatifs , ce qui n'empêcheroit pas le radical 

Lij 
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alors on pourrait encore ne pas prendre la peine de 
changer les lignes ; il faudrait faire -les calculs comme 
ri-defiûs, en fupporant/+g^^=a; dans le premier cas, 
6: ^\ = x dans le fécond, fit remarquer feulement que 



dans la transformée qui en 




k feroi: néf^-tii", 6c Vx imaginaire dans le premier 
cas , & i;ue dans le fécond ceite transformée demeu- 
rerait la même , de fo:ce qu'en faifanr x = — a, dans 

le fti l premier cas , on auroit — — - — , ou; 

- — -î^ — ■ — , qaactirf dans laquelle tout efl 
réel; on feroït enfuite fur cette transformée les mêmes 
raifonnemens qu'on a faits ci-deflus fur la transformée 
tn x & dx. 

44. Si dir.s la transformée — -J~-^—'- > on 

avait A=o, ou C=o, ou BB — *AC=o t le 
radical inférieur fe li: 11 pli lierait , & la diffère: iti elle oc 
dépendrait plus que de I3 fjjaj:aru:e, & non de* 
arcs de ferions Coniques. 

4j. 0:i trouvera aifément , fans que nous entrions 
dai s ci- détail, quels fo;it les ou ni les l'jfférennelles 
.'""^«ï!-', & - ■■ , fe rn.iT- 

fur mbit de cène dernie-t riai.ie-t. l'jr exemple, fi 
on avoir/, g, h, k pofLtjfs, Scfk^gh, on auroit 
C=o, ce cju'il eil aifé devoir d'ailleurs, puifque 
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— ferait = -j-i ce qui fimplifieroit beaucoup 
le calcul ; il en feroit de même fi on avoit dans la même 
hypothèfe àa^k=gk,g\\-~f, flcA^— A, ou/— | W 
& A— fcîî, &c. mais non, fi on avoit £ U _/ûc 
A^-l-A, ou/ — gll & h, &c. même en 

fuppofant/A=gAj dans cette dernière fuppo/îtion de 
fk=gk, le calcul fe fimplifieroit encore fi on avoit 
/ — g\\ & — A, parce que les radicaux fe ré- 
duiraient à — — ïï= (K"— +ï) x (K^— ~ï)' 

&iïï _|=(^K-fV(ï-KT). & 

que ces deux, produits ont un divifeur commun ; 
la mflme chofe aurait lieu , fi on avoit g\ j — / & 
h — ktf. Mais il ell aifé dé voir que ces derniers cas 
feraient illufoires, parce que/ — & k\\-—h, 
ainfi quegçç— /& A— ne pourraient être tous 
lieux réels (dans la fuppoiition de fk=gh, ou — ^ 
i), que dans le feu! cas de ;=—= — , auifï \ 
ne pourroit être regardé comme variable. 

■4tf. On trouvera par les même* méthodes que ci- 
deffus, les cas où ili^iil P ft réduOihle k des 
arcs feula d'ellipfe ou d'hyperbole. Il fuffit pour cela 
de fuppofer — = u, & la différentielle propofée fe 
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47. Il en fera de même encore de la différentielle 

, 1 x - — - i car en faifant ■ 

r ^Z n) i ** + *«> ✓(.«- i-n) 

= « , elle fe réduit à la forme £^£±£^ , 

48. Il en fera de même encore de 



— f - t — , divifé par fin. p' , ou par 

cof. p*; car il n'y a qu'à faire dans le premier cas 
fin. p = \/(\ — uu), ou cof p = u, & dans le fécond 
cof./ = v'(i — uu), ou fin.p = u y & on aura une 

transformée de cette forme — — - — " — . qui 

(■—«*)' * / (-+"' u > 
fe réduit à la forme précédente. 

4p. Il en fera de même de — , 

«✓(/•+*«) ■ * 

comme on le verra aifément en faifant ^cû, car 

la transformée fera de la forme 

uuda 

jo. Il en fera de même encore de 



pofant u = î l_ ,-0 



le verra en lùp- 
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— , îï= — & une transformée de la forme 



ji. M. Euler , dans les Tomes Vin & X des nou- 
veaux Mem, de Pereribourg, déjà cités, trouve que 

4 ^lh + kf U ) 6,1 !ntl % rable P 3 * des arcs te ferions 
coniques, combinés avec des quantités algébriques, 
4ans les cas mêmes, où nous avons dit ci-defliis que ces 
quantités font intégrables par des arcs fimplea d'eilipfe ou 
d'hyperbole. Cela vient de ce que par les théorèmes de 
M. Euler , 6c avant lui, du Comte Fagnani, on peut 
loujours trouver un fimple arc d'eilipfe ou d'hyper- 
bole , qui foit égal à un autre arc de la même ellipfe 
ou de la même hyperbole, combiné avec une quan- 
tité algébrique. Voyez les Mém. déjà cités, & fur-tout 
le Volume VI de ces mêmes Mémoires, 

Ï2. En eflêt, foit, par exemple, " iv ' f/ - g " ) , 
l'élément d'un arc d'eilipfe , Ûc foie fuppofé avec M, Eu- 

l+ - "~ = ï?î donc en concernant l'équation h — 
' k \\=fxx± S \\xx, on aura — k\d\—fxix= 
±gxx\d\±g\-^xix t fit en divïfant par x\, ±, 
fd* *Wl/=tgtt) 
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/ ^U-%o' ) ' ; d ' où â eft clair qu ' on aura I ' inté 8 rale 
du dernier membre de cette équation , puifque l'in- 
tégrale du premier membre eft ±gx\ -H A. Or le 
dernier membre eft la fomme de deux arcs d'ellipfè ; 
cela eft évident (an. 17! fi on a -t-g; & fi on a — g, 
il eft clair que le premier ternie étant (hyp.y un arc 
d'eliipfe, on a (art ij) fk>gk, ou y>-fi donc 
— > — ;donc dans le fécond membre A/elr auflï ~>gh. 
Si- On peut remarquer de plus que les deux ellïpfes 
font femMables . car X l I . = *Ï ÏL = ÏL x 



deux radicaux feront g^gg & _^i^L. 
Donc, &c. 

Si- Il en fera de même pour l'hyperbole, comme 
3 réfulte , tan: de» théorèmes de MM. Fagnani fie 
Eulet , 
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Euler, que de ce que nous avons démontré nous- 
mêmes dans le Tome V de nos Opufiuks , pag. 24-2, 
& dans les Mém. de Turin, Tome IV, pag. iji de 
la partie Mathématique ; fit nous remarquerons à cette 
□gestion qu'on trouvera dans les endroits cités , la 
manière de faire difparoître dans la transformée 

■ ;, . J*^* ■ , les quantités infinies, dont la 

différence eft finie, & les changer en deux quantités 

Puifque la différentielle -——^y-, 1"" àé~ 



— ~ ^— , qui réfuke de la précédente, 6c 

qui dépend aufli d'un fimpie arc d'ellipfe. Il fuffira 

pour cela défaire ^ = ii, et -y^ =Ji ce qui 

donnera A — ku=fy ±guy , n= *_ l _^ y , — kdu— 
fdy^^gudy^gydu, & en divifant par a\f(uy) , 
on aura ± g^( u> )3=__^_~— _ = 
*4* V('f±ig-) fi) 



Op. Mat. Tom. VII. M 
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J^"C ~ "* T V )' s " rr ° f3 ' ue ' lf ''' tc ' ± "T"" g r> & 

i±-^- = j, on aura évidemment (article Jj) 
deux transformées de la fonne — — "' 3;V, ' : — — -, qui 
étant combinées enfemble , donneront une intégrale 
algébtique. Donc, &c. 

;5. Nous ayons prouvé dans les Mém. de Berlin, 
1746, que la différentielle - 
dépend touji 

perbole; S ^ , / ^ > ""„_ > „, , «P»d , °« 
des arcs de ces deux ferions coniques , ou de la rectifi- 
cation d'une feule, félon la nature des coeffidens/, 
g, h,k, c'eft-à-dire , dans les cas 011 la quantité fh-¥ 
[gh-i-fk)u-*-gkuu peut fe réduire, ou non, à l'une 
de ces trois formes , f'u — gg — auu, ±f'u — gg-*z 

Î7. Maintenant on obferyera que la quantité 
fe change (en faifant U = u, en 

M 4«àf+f*1 ^ fi" 



Digitized by Googll 



AUX ARCS DE SECTIONS CONIQUES. 91 

vu -J g TZl^ ~> rappeUe Adu la p remiere de css 

deux dernières différentielles, & .Bi/u la féconde. Donc 

dans le cas ou — — = , fe ré- 

duira à l'arc d'une feule feêlion conique, il eft clair 
que comme Adu dépend toujours de deux arcs, & 
Bdu tantôt de deux, tantôt d'un feul, il faudra lorfque 
Bdu dépend d'un feul arc , que l'un des deux arcs dîf- 
paroilTe dans la combinaifon des quantités Adu + Bdu, 
& dans le cas où fe réduit à la reaifi- 

cation de deux ferions coniques, & pat coiiféquer.t 
où Bda peut dépendre de deux arcs, il faudra qu'ils 
foient les infimes qiie pour Adu ; car fans cela, o« 
les arcs de la même feclion conique ne pourraient 
dans le premier cas fe détruire dans Adu-hBdu, ou 
dans le fécond la différentielle dépendrait de deux arcs 
d'ellipfe différens , fit de deux arcs d'hyperbole diffé- 
rens. Sur quoi voyez les Mém. de Berlin, 174s, où 
cette vérité efl prouvée d'une autre manière, & par 
un calcul direct pour tous les cas. 
; 8. Soit ia quantité 



ruée fera de cette forme 



dans laquelle a., G, y, 
lAans, on la changera en celle- 
-. Soit a4-çi = ii, la transfor- 
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pour qu'elle fe réduire à la rectification d'une feule 
feÉtiou conique, ii faut, 1°. qu'elle puiffe fe réduire 
a cette forme -^^~L- ce qui donne ./i=o; 
2". que E+Fu + Gu' fe réduife à la forme fu — gg — 
ou ±f"~gg-^«.uu, ou ±fu-h g g— a .uu. 
Si on 3 une différentielle de cette forme 

„ f W !l'~ h y -- , elle fe réduira à des arcs 

de'cercle ou à des logarithmes; il fuffit pour cela de 
multiplier haut & bas par D_.E T 6^]+/^ 
ce qui donnera aux termes les plus compliqués de 
la différentielle , cette forme 

i-HMj'-ulVj. ' L->-M s '-t-Sf ' 

Faifant enfuite ïï = u, & faifant difparoîrre le radical 
</(P-i-Qu~i-Su'), on n'aura plus que des fraSions 
rationnelles dans la différentiel ie. 

60. Donc il en fera de même 6c par les mêmes rai- 
fons de du fin. u ou du cof. u multiplié par 

"jr^l^+jv-'^t T * + P ' fl,,i 2 " + G' eof. 2 u. 
Car fait cof. u*=x; on aura dans le premier cas la 



L-t-Nx</(.*— ■ 

v'(i — xx)-{-Sxx, & en multipliant haut & bas pat 
L + Pxx — NxV(i~xx), les termes les plus com- 
pliqués de la différentielle feront de la forme 
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xify^iA+Bxx-j.i/ii—xsï «'Ji('(P , H.(», w y 1 i) 

k étant un nombre entier , fie dans le fécond cas , on 
sura une pareille transformée en fuppofant fin.u = ï. 
Donc , ficc. 

61. Voici encore d'autres différentielles réductibles 
à des arcs de ferions coniques. Nous avons fait voir 
dans lesMém. de Berlin, qu'en général i : à(i+Jï+ 
yxx)~ tù réduâible à de tels arcs, n Se m étant des 
nombres impairs pofirifs ou négatifs. Or, foit propoféela 
&&é\:znàé\e.x e: dxxfx*dx{< l -l.Ç,x-*-yxxfî,p étant 
un nombre pair ou impair, polîrif ou négatif, il e ft 

clair que l'intégrale fera -S—tL xfx'ix (a-i-Zx-+~ 

■yxxy~fxljx(*. + Ç,x-+yx X f, r étant un nom- 
fcre pair ou impair , poliiif ou négatif. Or , n f eft un 
nombre pair, la différentielle du fécond terme s'intégre 
par des logarithmes ou des arcs de 'cercle, 8c fi } eiî 
un nombre impair, elle s'intégre par des arcs de fec- 
tions coniques. Donc en général toute différentielle 
de cette forme x'dxx fx">dx{«.+-e.x-i-yxxfi , p, 
n , m étant pairs ou impairs , s'intégre par des arcs de 

feâiûns coniques. Il n'y a que le feul cas OÙ — = 1 

qui ne puifle s'intégrer par cette méthode. 
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Ci. II eft clair qu'on peur trouver par cette méthtde, 
êt par les formules des Mém. de Berlin, de 174S & 
1 748 , une très-grande quantité de différentielles de la 
forme Xttxf£dx, qui feront réductibles à des arcs 
de fedlions coniques, en fuppofant f%dx réduaibles 
à de tels arcs. Nous nous contentons d'indiquer la 
méthode dont il eft très-facile de faire ufage, & nous 
nous bornerons ici à dire que, fi f%dx eft réduâible 
à des arcs de fetlions coniques , & que f^dx{ax-t-b)' 
le foit aufli , a, b étant quelconques, & q un nombre 
entier ou fractionnaire, pofitîf ou négatif, la quantité 
Xdxf^dx fera suffi intégrable par des arcs" de fec- 
tions coniques,/; X peut êtreréfofu en différens termes 
de la forme x'(ax-+- />')', r étant un nombre entier 
pofmf; & ainfi du refle. 

<5j. On trouvera de même que x*x[fx*dx x 
fx~'dx («-t-Gan-y**)?] e ft réductible à des arcs de 
feaions coniques , q, p étant des nombres pairs ou im- 
pairs; & on pourra étendre cette recherche beaucoup 
plus loin. " 

£4. Nous avons fait voir dans les Mém. de Berlin, 
de 174e , pag. ai 1 , art. XXIX, que la différentielle 
— 7 ne dépend que de — — - — — ; 

d'où il s'enfuit que fi V{a + bx+ cxx) eft de la 
forme V(fx-xx-.gg), ou V{xx- gg± fxU 
° u *(gg±f*~-xx) , la différentielle 
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■ ne dépendra que de la reflification 

de I'ellipfe dans le premier cas, & dans le fécond, de 
celle de l'hyperbole ; d'où il s'enfuit qu'une différen- 
tielle de cette forme — xf- t ,j a+i;t+(I1 .j » ne 

dépendra que de la re#ification de l'eilipfe ou de celle 
de l'hyperbole, fi a + bx + cxx a l'une des formes 
fufdites; en efiêc, l'intégrale fera de cette forme, 
J r ** . c r £ * 

Donc, &c. 

Cf. Il en feroit de même , & par les mêmes rai- 
fons, fi on avoit à intégrer en général — j^-x 

J". *' d .* , B-i-b x-+-cxx ayant les fufdite» 

conditions, p & q étant des nombres entiers, pairs 

ou impairs, & — — -^--l-l étant = , ou -f- 

4-, c'elî-a-dire, — étant = ~~~' I ~~~> 011 ■ "~ ~" 
— . On remarquera feulement que p ne fauroit être 
= — a, parce qu'alors -^j- ne feroit intégrable que 

par logarithmes. 

66. M. le Comte Fagnanï , & après lui M. Euler , 
ont fait voir que - d *^'~ — . * ! étant la différentielle 
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d'un arc d'ellîpfej dans laquelle i eft le demi-axe) ai 
1 atfcille , n => i — j, j étant le demi -paramètre du 
demi-axe i, fion fait — = — , ce qui donne 

a^nxu-+- A, *A étant une confiante. 
'.ira. de Peterfb. Torn. VI. Maintenant 
;— ~ — , donne, comme il eft aifél 

de le voir, 1 — nxx<= ; d'uii il s'enfuit que 

log.([ — n;e:c) = Iog.(i — n) — log.(i — nuu). Donc 
fi on avoit à intégrer une quantité de cette forme 

f~" - ^ r ICX ''- * M log - "* ÎC ) B > U «* claîr 

gu'en combinant enfemble les deux différentielles 




■ — v / t ;_ " , u " x * 0 S é ( & — Bnuu), elles devîen- 
'droient M log.(B' — B'n}— «</(*») 

ïog. ( B — .Bnuu); or, en intégrant par parties, & met- 
tant pourvu fa valeur en u, puis faifant ua = \, toutfe 
réduit à des arcs defeaiom coniques. Si n étoit négatif , 
en forte que l'élément de l'ellipfe fut ~ 'j~ - ^** -> & 
fau droit 
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faudroit mettrelog. (1 -hnxx) au lieu de log.(i nxx); 

& Je réfultat ferait d'ailleurs le même. 

67. Si on fait 1 — nxx = ^ ou n-njcjci™ on 




pourra parvenir à un réfultat femblable à celui de l'ar- 
ticle 66. 

68. Soit Auuxx + BuH-j- Cxx + i? = o, on 
aura, en différenciant ^ (*</« -+-uijc)-r- 4-i 

✓ (—Zï-fl,,,,) 

— ■ ~ t .^ ■■ ; ou il faut remarquer qu on ne peut 
fuppofer à-la-fois D & C négatifs, ni D fit B néga- 
tifs; donc fi on a deuï quantités de cette forme 

- H-B-e..) • » 

pourra en venir à bout par une méthode femblable à 
Op. Mat. Tom. Vit N 
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celle du Comte Fagnani ; & comme en général nous 

avons vu que ^' / ' /+g " - eft réduffibts à des arcs 
de ferions coniques, il s'enfuit qu'on pourroit peut- 
Êcre tirer de-là une méthode pour comparer entr'eux 
non-feulement des arcs d'ellipfe fit des arcs d'hyper- 
bole féparément, mais des arcs d'ellipfe & d'hvpcrlu'c 
pris enfemble. C'eft une recherche que j'abandonne à 
d'autres Mathématiciens. 

Sj. Si dans l'équation Auuxx-i- Buu-i-Cx x-t* 
D = o, u & x entrent de la même manière, c'eft-à- 
dire, /i C~B, la valeur de a en a: fera femblable à 
celle de x en a, & on aura encore fxdu+fudx , 

° U f~ Vl^x'-t-B) VÏJ^+B) *** 

d'où l'on peut tirer encore de' nouveaux théorèmes. 

70. En général, foit A u-x"-^Bx"-hCu^ + D = 0, 
& fuppofons B=C, afin que les u fit les x entrent 
de la même manière dans l'équation, on aura u" = 

-D— Bx~ „ , -D—Bw • 
6c x"=~ —, deforte qu on pour- 

ra comparer par cette méthode les arcs d'une courbe , 

fi ces arcs font f—^- & f-^- ou fudx Slfxdu, 

71. On fait que la différentielle 

d ± eft réduûible i des arcs de 

V(.-*-tx-t-,x--t-t x i+, x -) 

fections coniques. On (ait de plus que fi on a l'équa- 
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hM y(.+t*+rf+/«i+..<] — 

_ ^ , on «ut trouver (voyez 

Mem. de Peterfcourg & de Turin) une équation al- 
gébrique entre x &.y\ il femble qu'on pourroit encore 
tirer de-li quelques théorèmes pour comparer entr'eux 
des arcs de feâions coniques. 

72. Suppofons un cercle dont a foit le rayon , fir 
x ïabfciffe prife depuis le centre, l'arc de la trochoïde 
de ce cercle, tant fimple, qu'allongée ou accourcie, 
aura, pour élément V^ X* — ) = 

"' - , qui eft évidemment égal à un 

*■) ' 4 _ 

arc d'ellipfe, dans laquelle p étant le 

paramètre de t'axe 2 a. 

7Î. Dana une trochoïde d'ellipfe , fuppofint 
— — — = nt , on aura pour l'élément de l'arc 

égal à un arc d'ellipfe dans laquelle f 7«' " " "* "** 



74 . Dans îa cycloïde • allongée ou accourcie , l'élé- 
Nij 



ioo DIFFÉRENTIELLES RÉDUCTIBLES 

meut de farc elt = ''/J^'"'' +J*>) _ ' 
. ,,_;, ) 501t WH.MM+tf» 4î , 

oh aura -• , & la transformée fera 



de la forme *t* |f ï 

dftnn laquelle le terme afffcaé de i eit pofitif , le terme 
affecté de ^ négatif, & le terme confiant négatif, puif- 
que 2/1 eit toujours < i + n', la quantité ( 1 — arj+n') 
= (i — n)' étant toujours pofitive. On voit donc que 
la rectification des cycloïdes allongées ou accourciesy 
fe réduit à la forme ^^f^^ ) qui dépend de 
la reflification de l'ellipfe feule. Ce qu'on favoit d'ail- 

7j. Dans les Mém. de FAcad. de 1708 , pag. 88, 
on trouve que la rectification des épycycioides , tant 
allongées qu'accourcies , fe réduit à l'intégration de la 

f„„„„i, tiàgggzi _ ^agggai) , 

fi donc on fait (a-+-c)- — »cx = 2c^, ce qui donne 

X = ~~TT' Ia difKrencie " e deviendra 

, qui fe réduit évidemment 
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< — — — , û* — îaacc + c* étant toujours une quan- 
tité pofitive. Ainfi la différentielle propofée fe réduit, 
comme on fait d'ailleurs , à la rectification de l'ellipfe. 
76. En général , fbit la quantité à intégrer 

jtxV{i— j^ — _^ ^ h-±:x = \, on aura pour 

transformée — '.Soit£=o- 

✓{«ï^eM-el'î+tt-MH— «!*) 
ce qu'on peut toujours fuppofer, & qui ne rendra pas 
la différentielle plus compliquée , la transformée fera 

« _£îv^ réduaible à la rectification de 

v-(4+.J'-i<t*+.n) 

l'ellipfe, d e eft négatif, É négatif, ka-heb' néga- 
tif j & ainfi du refle. Voyez les Mémoires de Berlin , 
1745. 
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LUI. MÉMOIRE. 



Sur l'attraction des fpkéroïdes elliptiques. 

L'Excellent Mémoire de M. de la Grange fur ce 
fujet, imprime" dans les Mira, de l'Acad. de Berlin, 
pour l'année 177}, m'a fait repenfer encore au pro- 
blème de l'attraction des fphéroides elliptiques ; dont 
je m'dtois déjà fort occupé dans le VI e Volume de 
mes Opufiulcs. Voici le réfultat de mes nouvelles re- 
cherches fur cet objet. Comme elles font une fuite 
de celles du Volume précédent , je fuppoferai qu'on 
ait fous les yeux ce Volume & les Figures qui s'y 
rapportant, 

Démonfiration d'un théorème de M. Maclaurin. 

1. Ce théorème eft celui fur lequel j'avois formé 
quelques doutes dans le Volume cité , pag. 242 & 
34Î , mais Amplement des doutes , parce que l'analyfe 
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.que j'avois fui vie ne me paroiflbit pas conduire à ce 
ihéorême. Ayant depuis examiné la chofe plus atten- 
tivement , j'ai trouvé que cette analyfe donnoit en 
effet, & même aiTez facilement , le théorème dont il 
s'agit, & j'en fis part à M. de la Grange, le ij Sep- 
tembre [77? , comme on le peut voir aux pages 30S 
& j L2 des Mém. de l'Académie de Berlin , pour l'an- 
jiée 1774. Mais n'ayant fait qu'indiquer dans ce Vo- 
lume la méthode analytique, par laquelle je fuis par- 
venu à la démonftration de ce théorème, je crois de- 
voir la développer ici dans tout le détail qu'elle exige , 
& y joindre même quelques autres remarques relatives 

a. Soit donc (Tom. VI, Opufc.p. 23; } a- — y' = A'; 
& le calcul de l'attraflion d'un fphéroïde elliptique 
fur un point placé dans /on axe , fe réduira à l'intégra- 
do. d C k -ji^Q^p^l . 

3. En mettant d'abord à part la quantité confiante 
acdZ, & fuppofant k fin. t(<=u, & v'[n-UE) = r, 



n aura à intégrer la quantité 
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e,. L'intégrale de cène quantité doit Être nulle lort 
que ï = o, ou ii = a, ce qui donne t=\, & com- 
plexe lorfque a£(Fig. jj, Tom. VI, Opuf.) = a, 

Je remarque maintenant que fi ~ elï le même 
;hr:s Jouj. diiiur;:ii fpliiToi:.!ci , l'inttKrilc 
ff^M — *\ y fera la même ; Ûc que par 

-(—4) ' 

conféquem les attractions élémentaires des deux fphé- 
roïdes (Tom. VI, Opufc. pag. ij;) feront entr'elles 

dz , cdZ' .... , 
comme — - j— a — — ; il faut donc trouver le rapport 

de ces deux quantités différentielles , & chercher dans 
quel cas ce rapport peut Être confiant. 

6. Or, puifque ~ , ou eft le même (hyp.) 
dans les deux fphcroïdes , 11 on met pour y' & pour u 1 
leurs valeurs ~ & ' y ^ , et qu'on fafle ou 

~ ■ ^u'u', u'il fera le même pour les deux fphé- 
roides, & -^7- fera = ^ v ( ce — f-S'ti'tt'). 

7. De tjlus, à caufe de -^-77— = «V, & de 
VU " , on aura la valeur de iZ 
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. en u 6c du , Se l'on trouvera , après les fui. dilutions 
& réductions, — j Z —(cc— ï-^u'ii!) — -^- x 

„. ( ,_,^,, - • 

S. Or il ell aifé de voir que cette quantité fera la 
même pour les deux fphéroides, à un coefficient conf- 
tant près (favoïr ta), fi on a ce — bb îe mÉme pour 
les deux fphéroides , ainfi que ce — an, la diftance 

étant fuppofée auffi la mCme pour les deux fpliéroïdes. 

9 . Donc on aura ce — bb = CC~ B B , oc ce— 
aa=:CC — AA; ou, ce qui revient au même, a'— 
fr=A>—B\ 

10. Donc dans cette hypothèfe de cc—bb = CC~- 
SB-, & de b' — a i <=B i ~-A s , les attraction» des 
deux fphéroides à la m£me diltauce J 1 , feront entr'ellqs 
en raifon donnée. 

. lî. Il eft yifibte de plus (en remettant U confiante 
c qui doit entrer dans l'exprefliou de l'attraclion du 
Sphéroïde (art. 2)) que l'attraclion fera proportionnelle 
à hea; c'eft-à-dire , à la folidité du fphéroïde, 

12. Ainfi le théorème de M. Maclaurin, fur lequel 
j'avois propofé quelques doutes (pag. 2^2 de l'Ouvrage 
cité ] eft exactement vrai. 

,iî..Conime-l« quantité ~ ou (art, 7)!: ,_ : ., 
Op. Mat. Toia. VU. ' Q 
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■ 

t des logarithmes ou des arcs de 
cercle, .on pourrait croire d'abord que la détermina- 
tion de l'attraflion d'un fphéroïde à coupes elliptiques , ' 
ne dépend auffi que des arcs de cercle ou des loga- 
■ oibnies. 

14. Mais il eft ailé de voir que l'intégrale de 
,1 — ^ * ' ^ ^ renferme un coefficient s qui , mul- 
tipliant la différentielle ci-deffus , y introduira — au 
lieu de à caufe de -y = vl:c ^_ m ° [ 
ïintroduâion de ce nouvel u rendra la quantité — — 
ïntégrable par des arcs de feûions coniques , comme 
il eft aifé de le voir en faifant u= —, & 1= *y. 

1;. Voici une autre manière, moitié analytique, 
moitié fynthéùque, de démontrer k propofirion de 
M. Maclaurin. 
'M,S'efi aiK de voir que les deux attraQion» fe- 
ront enerelk» comme c'eft-à-dire ( a 
caufe.de— — conme — S ~ oucomme 
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dZ.b'b' à dZ'.B'B', ou elifia comme • 

17. La difficulté fe réduit donc à prouver que 



Confiante, 

18. Or , en fuppofant pour plus de fimplicicé que 
les dilîances J', D foient les mêmes de part & d'autre, 
Féquation ce — *~ = CC— 

, donne , comme il eft aïK de le 



voir par la difierentiation , en 

[—mi 



a confiante avec - 



ip. D faut donc qu'on 



raifon confiante. 
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20. Or cela arrivera fi on a. 

fin. Z , fin. Z' 

en raifon confiante, & — à 

c°t:z' 



li raifon confiante. 



21. Pout trouver les conditions qui donnent ces ' 
rapports contons, je multiplie par une indéterminée 
confiante k, les deux membres de l'équation ce — 



= CC- 



& j'y ajoute une autre indéterminée confiance p, & j'ai 
ft+Aec— fti'^f^+ftcc) fln. Z'x <3ivif4 
par i-t-fln. Z' (- - ~ — ) égal a ji-hftCC— 
(ft-t-A CC) lin. Z" (-flU'fl.) , divifé par i 

aa. Or, pour qu'il réiulte de cette équation que 



en raiibn confiante, U faut qu'on ait n+kcc-r kfrb=o y 
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DES SPHÉROÏDES. i 0? 
& p'-ïkCC— kBB=o, d'où l'on tiré — i'=J 
cc—bb=*CC—BB, Donc CC— B.B = e c _ &£, 
première condition. 

2j. Suppofant maintenant d'autres Indéterminées pi, 
& A", & mettant dans le numérateur des deux membres 
de l'équation précédente, i — cof. Z l au lieu de fin. Z 1 
fit i — cof. Z'* au lieu de fin. Z'' , il efl aifé de voir 

qu'on aura de mÊme ■ — — — en 

raifon confiante avec — ■ . fi 

/n-ft'ec-Hp'-n'cc) ( ) — o, 

c'eft-à-dire, en réduïfanc, fi ( ft'=o, &' 

fi — A' = o, d'où l'on tire . „ = ce 

34. Donc on a pour féconde condition ce — a*» 
CC— 

a;. Donc puifqu'on a déjà ce — 6b=CC— BB, 
on aura encore SB — AA = bb — aa. 

a5. Donc, en fuppofant encore k = 1 , fit A^=i, 
pour plus de fimplicité, onaura 1 n=e 1 — b l ^<>—.B\ 
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8c p'=a l — ù*btA 1 — C'i ainfi faifant dans l'arc 11 6c 
dans l'art. îj, k= i fit , on trouvera les mêmes 
conditions que ri-defius, fit les quantités ju fit jt' fe- 
ront ce— ii & ûfl — ce, ou CC-^BB fit CC. 

37. On pourrait croire qu'il feroit poffible de rendre 
les conditions ce — bb = CC— EB , & ce — aa= 
CC — AA encore plus générales, en ne déduifant: 
pas de l'équation donnée les deux équations réparées 

îi£ i ±£ 

en raifon confiante , & — , — à 

-en raifon confiante, mais 



en déduifant tout de fuite fie en une feule fois l'équatïor 



-"'(^ 

28. Pour nous éclaircïr là-deffus , multiplions l'une 

par l'autre les deux équations alrettées de % & k, / 
fit A', fit les numérateurs feront (en repréfentant par 
Ç les angles Z d. Z' indifféremment , & par x, £ fit 
* les quantités c&C, b tt B , a & A indifférem- 
ment )( fl + Kx x ~- KÊ ) x ( f' + * ~ *'£ S ) + 
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ÇS-^L_yx( ll + kxx)xlit-+-i('xX). Or, pour que 

ce numérateur foït en raifon confiante avec lin. 
cof. Ç*, ou avec fin. Ç' — fin. Ç*,- il fan t i°. que 
(p.*- A* se — /teS)x{ )i '+^a:jc~*'ee}=o. D'où l'on 
tire d'abord p + koex — A££=o; & pat conféquent 
xi — confiant, c'eft-à-dire, CC— £S = tc— . 
ii = o, comme ri-defllis, a*. Que le coefficient de 
fin. Ç (bit à celui de lin. comme l'eft à — î^d'où 
l'on tire, en réduifant & remarquant que /t-t-kxx — ■ 
k£Z = o, tf+Vxx—K&Ç) W-irk'xx)* 

OU _*'«•=*— (t — * 1 **, & XX— a.* 

confiant, c'eft-â-dire , ce — ûi = CC— A A, comme 

2$. Nous avons fijppoK danB les calculs préeddenp, 
pour plus de fimplicité \ an. 18 ) S~ = Z>; fi on ne 
vouloït pas s'aftreindre à cette condition , on aurait 

, & il eft siîé de voir que dani 



les équations de condition cî-defiÙB (art. n ficaj), on 
aura — & -Jj- au lieu de A & de A' ( en désignant par 
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■ S'' les quantités J 1 6t D indiSéremment) , d'où l'on tirera 

«_« CC—HB & CC— À A K-aa !j Qnc 

= ~cT^Ia T. -HE^F- CetK ^ uacion F 61 * 
fe yéduire- auffi des an. 7 6c 8, en fâifant Se 

— confiant. Mais les fuppofitions de S* = D = C 

font les plus Amples , patee qu'elles donnent le moyen 
de coîr.j'artr l'acrjction d'un fpliéroïde quelconque à 
lu Jili.ijicf .= ou ,-, jvcl- l'attraction à l'extrémité de 



. 30. On: peut démontrer la proposition de M. Ma- 
claurin , d'une troiiieme manière encore plus fimple 
que les deux précédentes. Pour cela, on confidérera 
qu'il s'agit de prouver (pag. 13;, Tom. VI, Opufc.) 
que les fecleurs elliptiques fcb>b'dZ OcfCB'B'dZ 
font en raifon confiante; oc, pou t. que ces fe&eurs 
elliptiques foîehi en raifon confiante, il faut que les 
fedléurs circulaires correfpondans , ayant le même 
cenïrS, le même axe & la même abfcilfe, foient auiTi 
en raifon confiante, c'cil-ù-iiirc que les ordonnées de 
1 - ■■ ioiirs foient comme les rayons maintenant foient 
prifes fur l'axe b , l'al>fcMe x & l'ordonnée y corréf- 
pondantes au de mi- diamètre b' , c'eft-à-dire, telles que 
on a„e 3X _(»_«,)x 
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~; d'où & b'' ou a'+jy'— 

^ r ' a ^PP 0 ''" 011 de c l — è'* = 
C'— B'*, de.O — B' = c— i>, 6t de a' — *>■- 
-4' — -B 1 , donne i' 1 — a'- la même dans les deux ellipfes; 
donc — & — fera aulÏÏ la même dans les deux el- 
lipfes ; de plus, l'ordonnée correfpondante du cercle 
décrit du rayon b, fera —, donc les ordonnées des 
deux cercles feront comme — à ; c'elt-à-dire , 
comme * etl à B. Donc, &c. 

51. Les fecteurs circulaires étant entr'eux comme 
b 1 a B 1 , & les feâeurs* elliptiques correlpondans étant 
aux feûeurs circulaires comme a eft à £, il s'enfuit 
que les fefleurs elliptiques fb'b'dZ & fB'B'dZ' fe- 
ront entr'eux comme ba à BA; donc les attractions 
totales feront comme cba à CBA. 

3 î. IL eft aifé , par la théorie précédente, de mon-; 
trer que la quantité ~ ( page 

241 , Tom. VI, Opufc. ) eft en raifon confiante avec 
la quantité correfpondante dans l'autre fphéroïde. En 
effet, la queftion fe réduit à prouver (à caufe de 
cç~bb conftant, & de ec—taa confiant ), que ■ 
' O p , Mac, Tom. VU. \ " ~ E 
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eli le même dans les deux fphéroïdes, c'eft-à-dire , 
que Ç eft comme ; or , c'eft ce qui eft clair par la 
démonftration précédente, car puifque les angles des 
deux fedteurs circulaires font les mêmes , fie que les 
tangentes Ç des fedleurs elliptiques correfpondans font 
aux tangentes (Égales) des fefleurs circulaires (art. 30 
8c 3 1 ) comme a eft à b ; il s'enfuit que Ç eli comme 

33. Il faut encore remarquer, à h fin de la page 
342, que l'équation ~^T^~ = "" S t— cc +b'f " J 
dans la fuppofition préfente , qu'en faifant l=c, parce 
que CC— B'B' eft fuppofé ici = cc — i'* 1 , fit qu'ainfi 
il ne fe trouve point dans cette équation CC--B'iJ'= 
ce — W, de quantité qui foit différente de C. 

34. J'obferverai en finiffant ces recherches, qu'à h 
page 138 des Mém. de Berlin, 1773, il s'efl gfilFé 
une faute d'imprefTion qui pourroit faire croire que 
les formules de M. de la Grange ne s'accordent pas 

avec les nôtres; au lieu de — — = p, il faut lire 
4~ de forte que p eft une quantité radicale 
au lieu d'une quantité rationnelle qu'il fembleroit être, 

fi on s'en tenoit à l'exprelfioa — = Pi P a f ce moyen 

les quantités que M, de la Grange appelle Q 6t C 
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dans la page fuivante , & que j'avois dabord crues 
plus iimpies que les quantités analogues dans mes cal- 
culs, font précifément du même genre, en forte que 
l'intégration refte également difficile. 

3j.' On peut obferver auffi que dans les formules 
de M. de la Grange, il faut, pour avoir l'attrac- 
tion dans le plan de féquatcur, fuppofer dans ce« 
formules m= i ou n= i , l'autre coefficient n ou m. 
étant d'ailleurs, ce qu'on voudra ; ^6t. les réfultats fe- 
ront les mêmes que ceux de la page 183 du Tom. VI 
de nos Opufcules , réfultats qui ne donnent point la 
valeur de cette attraclion. Ainfi , il paroît neceflaire 
d'employer ici quelque moyen analogue à la méthode 
tle M. Maclaurin, pour trouver l'attraâion dans l'équa- 

3S. Pour cet eflet , foit dans la médiode de M. de 
la Grange , c l'axe parallèle aux \, b l'axe parallèle aux 

x, a l'axe parallèle aux_y, on aura — h 

~^- = ç 1 i foie enfuite fvppofé c — pour, faire 
commencer les ^ à l'extrémité de l'axe ac où l'on 
fuppofe que fe fait l'attraction, on aura — 3Ci'+\'\'-+- 

a ç ^ _| ^_ = c. Soi; (^; t enfuite , conformément à 

!a méthode de M. de la Grange , y = r fin. p , x =a 
r cof. p fin. q , r cof. p cof. q , en imaginant que 

Pij 
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les i foient projettes, non fur ie plan de a fie de b, 
comme dans fa folution , mais fur celui de c 6c de b, 
on aura r- cof. p z — zer cof. p co£ j -+- r* fin. f' x 

que la valeur de r rie contient point de ^ au dénomi- 
nateur ; 6t comme l'élément de l'attraEtion parallèlement 
aux eH ici rdp Jjxcof. ^ cof. q , ainfi qu'il eft aile" 
'de le voir, on trouvera très-facile ment par ce moyen 
l'attra&ion d'un fphéroïde dans le plan de l'Equateur ; 
en employant la méthode de M. de la Grange , mais en 
changeant l'origine des coordonnées & le plan de 
proje&ion. J'avilis déjà Fait cette remarque ( Mém. de 
Berlin, 1774, pag. 3 1 1 ) , dans une lettre écrite à M. de 
In Grange, le j; Décembre 177J. 

ï. I L 

Comparai/on des deux formules des pages 1S1 
6 184 du Tome VI de nos .Opufcules. 

t.. J'ai fait différais effais pour parvenir à détermi- 
ner l'attraction d'un fphéroïde elliptique, qui ncŒ pas 
un folide de révolution, fit quoique ces eflaïs n'ayent 
pas abouti ï des réfultats beaucoup plus fimples que 
ceux du Tome "VI de mes Opufiules, je crois devoir 
les expofer ici, parce qu'ils fourniront peut-être à 
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DES SPHÉROÏDES. n 7 
d'autres Géomètres des vues donc ils fuiront mieux 

2. Jai donné dans le Tomé VI de mes Opafiules, 
deux formules différences pour l'accraftion de ces fphé- 
roïdes , l'une , pag. 1 8 l , arc. 1 09 ; l'autre , pag. 1 8 ; , 
arc. 1 14, & ces deux formules font à-peu-près égale- 
ment (impies. Voici de nouvelles remarques fur l'une 
6c l'autre de ces formules , pour juger des cas où l'une 
doit Être employée pré fera [dément à l'autre. Je com- 
mence par celle de la page t8i. Je fuppofe toujours 
qu'on ait le Tome VI de mes Opufçuks fous les yeux; 
6c je remarque d'abord qu'au lieu de a.(i— fV)' au 

dénominateur, il faut a'{i — fVJ^j a =yanc été mis 
pour a 1 par une faute d'impreffion légère, mais comme 
a.' eft coujours réel, foie pofitif, foit négatif, je négli- 
gerai ici cette quantité confiante a* pour rendre les 
calculs un peu plus faciles ; en forte que la différen- 
tielle à intégrer fera fimplement — k 

j. Cela pofé, foien; les ttoîs axes c,a, b, Inégaux 
ec[-'ei,x , no j; . ■ fjp'.-jiic".! . pa'i c qi-t dais 

le <..> oii deux des axes font cy.aui , les calculs de 
MM. Maclaurin & Clairaut, donnent l'artraaîon pat 
des arcs ile ccn le ou 'es loRaritl.mes , c£ qu'ainft ce 
cas ne peut ici cxigci aucune recherche particulière. 
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Dans cette fuppofirion de l'inégalité des croît axes, 
U peut arriver deux cas iOUl'(i — iV) eli réel, ou il 
eft imaginaire ; dans ce dernier cas , la formule doit 
Être changée en une aune , comme on le verra plus bas. 

f . Arrêtons- no us d'abord au cas de i — .'/) réel, 
ce qui donne >'<Z i ; fit obfervons que /* eft toujours 
une quantité réelle Ëc pofitive , puifque /■ = £*( i -+- 
«Seof. £ ) = C'[i -I- — i ) cof. = e= (fin. ? + 
— — cof. & qu'ainli ne peut jamais Être imaginaire 
dans la fraction , mais feulement ^(1— ,V). 

6. Tobferve d'abord que v' 1 peut-Être ■< i dans toute 
l'étendue du fphéroïde, c'eft-à-dire , depuis ï = o, 
jufqu'à \ = 90° (art. 107 du Vol. cité, pag. 17s) 5 ou 
que »'* peut Otre < i dans une portion du fphéroïde , 
Se plus grand dans l'autre. 

7. Pour que >'' foit < 1 dans toute l'étendue du fphé- 
roïde, il faut canfldérer, 1*. que>' , = Ê , (i -t-a.'cof.^); 

2 0 . que fi a 1 eft pofitif, c'eft-à-dire, fi — 1 eft 

pofitif, ce qui donne la plus grande valeur de 

1'' eft Ç'-t-a'Ê 1 , en obfervant que £' = -77- eft tou- 
jours pofidf; or &-ha-&z=(i. : -h j)£' = -^-x ~ = 
— ; donc pour que /* fok<i dans toute l'étendue 
du fplicroïde , doit Être < 1 , ou tout au plus = 1 ; 



Dioilized by Google 



DES SPHÉROÏDES. uj, 
& comme on fuppofe tous 1m axes inégaux, on aura 
~<t, ou a<ç, 

S. Donc , reftant toujours dans cette fuppofition de 
« l pofitif, & faifant les trois axes inégaux , il faut 
pour que /' (bit < i dans toute l'étendue du fphéroïde, 
que b>c>a. 

ç>. Maintenant, dans le cas où /'< 1 , & où ce 1 eft po- 
fitif, qui eft celui dont il s'agit ici , il eft évident que 
col". étant = /' — £* eft nécefiairement po- 

fitif, & qu'ainfi le radical (/(v' 1 — £>) eft réel, aufli- 
■ bien que le radical ✓(S'a'-J-S'*-!'' ), puifque 



iq. Ii n'y aura donc en ce cas aucun changement 
à faire à Ja formule de la page" 181 du Tom. VI de 
nos OpafiuUs (article lit), qui eft (en fuppofant 

— V) ^ ' v-US'^-f-s 1 — Of' + «'"'-*- s 'l X ^ T 
— , quantité dans laquelle t'- 6c O a 1 font évi- 
demment pofitîfs , puifque £ l *=-r^-, 6c€"tc* + G ,,=s 
~ , & dans laquelle G»** -h i eft — > > e'eà-i- 
dire, négatif. Il eft vtfible de plus que i— fi' eft pofitif 
pour deux raifons ; i°. parce que i — €* = I -t- ~-, Bt 
que a (Ajp.) eft<i; 2 0 . parce que ft 1 —G 1 émit né- 
gatif, le radical fupérieur feroit imaginaire, le radical 
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inférieur étant réel, ce qu'on jie fauroit ("appeler. 
11. Donc !a différentielle fc réduit à la forme 

1 1. Donc (1.111 e Mén. ). 111, arr. 7, ; la -pardié 
iVrérentleJIi: rj^i moî-ij-lic k, A T — ne peu-, fc ré- 
duite r.i .. u% limple arc d'elltpfe , ru à un limplc arc 
J&fpcrholc , coir.n-.c nous l'avons de, a prouvé i.'une 
wtre manière Jan« le Tome VI de ne* Opni'.rlts, 
psg. aoj & ïo4 ; mais elle fc réduit, pat ec rofituc 
et-. .r* , i l:i ,.:t d'hyperbole combiné avec une quan- 
tité algébrique. 

ij. Pour mettre certe quantité' fous la forme la plus 
fimplc, je fais p = à l'angle dont la tangente efi. —, 

forte que la différentielle propofée fe réduit à — 



En.p> [Q r.g'; ' Sa.»' 

<* | — quantité quort peut encore Am- 
plifier en mettant pour lin. p' oc cof, p* leurs valeurs 
ï' — i cof. 2f , ; -f- 7 cof. 2 p , & en faiïânt 2^ = u, oe 
qui réduira la différentielle à une quantité de cette forme 
"" (i — mC^iw^B~"\ ) "i m:l ' 5 l'intégration relie toujours 
également diÛicile, 6t dépendante des fections coniques , 
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excepté dans ie cas ofi B= i , c'eft-à-dire, où deux des 
axes font égaux ; cas dont il n'eft point queftion ici, 
14. On peut remarquer encore que comme —, ou 

^ / ' on a cof ' /" = " & fin ' 

V(i — /•); ainli les deux limites de cof. p font les 
mêmes que celles de >', fayoir (art. 7 ), cof. p=Ç* = 
(— lorfque î«="po° , ou cof. ï = o, & cof.y>=£»^ 
= — lorfque { = 0, ou cof. ' 
ij. Enfin, puifque eft l'angle dont la tangente efî 
V(l« — 1) (1 étant Se >>>) & par conféquent 

Uont la fécante eft >j ôc que cette fécante >=-^^ 
'3 J) "I s'enfuit que cette fécante eft = au demi-; 
diamètre Cfen prenant CR=a pour finus total. 

1 S. Suppofons préfentement a' négatif, c'etl-à-dire, 
<P "C c > ks trois axe» étant toujours ïuppoies inégaux , 
.& /* étant. toujours fuppofé <i ; on fera a 1 = — a' 1 , 
«.'* étant pefitif, & on aura ,'* = €' — C'a'' çof. 
icoC f = ( ~]' -, fin. — j donc /* 
fera <fr, & la différentielle de l'art. 105^ pag, -iSo'j 
Itom. VI, Opufi. deviendra 1 ■■ 1 fc ' j : 



17. Par conféquent la, différentielle à intégrer fera 




Op. Mat. Ton. VU. 
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{ en faifanr toujours n = — J, (t [_^ ■) 
Wt''-t-t e '— <>' 

1 is. Dans ce cas y' 1 fera <£', puifque V' = C' — 
tt "G' cof. ï'i 6t les deux limites de k valeur de i'= 
gi_C=a''cof. ï l feront £' = y, fit G' — a" G 1 =■ 
^- ; donc pour que v' 1 foit < l dans toute l'étendue 
du'fphéroïde, il faudra que a 1 foit <É' ; c'eft-à-diie, 
à caufe de f-<c'{hyp.) qu'on aura a<b<e. ^ . 
19. De plusj il elt clair que dans ce cas G'* 1 — 
gigs' G' = r> & P 31 conféquent néga- 
tif) que i , ou i eft auffi négatif, fie que 
C^'t—G' + ijOu— + i eft pofidf. ' 

ao. Donc la diSèremielle qui multiplie AT--', 
ferWuiraàlaforme—j^f^p-, qui dépend (LIIP 
Mém. S. IIT, art. ,) d'un arc d'eUipfe -fie d'un arc 
d'hyperbole. . . : 

' ai. En kifant (comme dans l'an. 13) fi ■=- " fll . ~* 
la formule différentielle du cas préfet fe changera 
en J. d L- x v (f-Mf.f-) fur lamelle 0B peut 
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Faire les mêmes remarques & réductions que dans la 
formule analogue du cas précédent. 

93, Venons maintenant au cas de s*S»j ce qui 
donney(i — (' î )s=v'()' 1 — ij.v* — i, & remarquons 
d'abord que l'angle dont la tangente eft k , eft 

— ~ x log. ( — ZT^T - ) ' * ^ tant tout ce ï"* 08 

voudra ; d'où il s'enfuit que l'angle dont la tangente 
eft k i fera log. (-7^-) i & qù'aM 

l'angle dont la tangente eft — ~'' xV— 1 , fe trou- 
vant multiplié j dans la différentielle à intégrer, par 

'duira à une quantité réelle , fil les imaginaires difpa- 
roîtront. 

t aj. Faifant donc ici p => n' 1 , & prenant ji' 
pour une quantité réelle> onanra^ijir— wsttjtV— f I 

inuantité toute réelle, 
a On peut 
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> ✓(■'<'— o . . - — 
& par conlîiquent — 7=1 ; — — j ainll 

log. [/— V(*V— !■)•]• = a log. 

Or log./— ✓(.'-'— 04 l'intégrale de/-^=~; 
qui dépend d'un fe£teur hyperbolique dont 1 eft le' 
demi-are, 6c / l'abfciffe. 

a;. Nous fuppofons d'abord ici /'>£', Se cette 
fuppofition peut très-bien lubrifier avec celle de /'> 1 , 
il iuffit pour cela, 1°. que * l foit pofitif, c'eft- à-dire, 

£ >Cj puifque, cof. étant toujours pofi- 

rif,.il faut que v'f>C'. a". Que la plus petite valeur 
de /*, c'efl-à-dire, £*, ou foit>i, c'eft-à-dire, 
a>b. Donc on a ici a>b>c- 
. aS. Nous aurons donc ici r'' , ou - — — ■ = * 
où afin de rendre tout pofitif /■ = — t^-jt-) à"dù la 
différentielle qu'il s'agit ici d'examiner, ahûraûioiï 

a 0 . C>*M-C*— 1=-£— i, Se par corJcquent pff- 
fîtif 3 puifque a ;> c. r -" , - ■• - 
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aS. Donc la différentielle fera de la forme - t 
4 *Wi~—k-) '" ' T li - < ^P enl1 » comme dans l'art, ipj 
d'un arc d'ellipfe & d'un arc d'hyperbole. 

ajr. Si ''* eft <£', alors a, 1 fera négatif, & récipro- 
quement; donc **=—■,'*, fit on aura dans la diffé- 
rentielle de la page 180, Tom. VI, Opufi. la quan- 
tité ~ e ',^ — - ; ainfi mettant pour /' fa valeur 
, la difiérenrielle qu'il s'agit d'examiner ici fera 

jo. Or, t' 4 étant fuppofé >i, la plui petite valeur 
de/ 1 qui eft ici — £'a.'' = — , eft > 1. Donc 
a>c. De plus, a ! négatif donne b<c; donc a>c>i; 
donc £*, ou -^->i;donc suffi C'a'*— C s 4-i, ou 1— « 
— eft négatif; donc la différentielle fera de la forme 

l'^l—i' ' 1 u ' dépend, comme dans l'art. 11 
ci-deffus, d'un arc d'hyperbole combiné avec une quan- 
tité algébrique.. ,'_ . ' 

31, Venons préfentement au cas où >'* eft alterni- 
ôvement < & >,i. Suppofons d'abord a' poiïtif, 
c'eft-à-dire, b>c, ce qui donne (art. 9) /*>£*, il 
'eft clair que G'-Ha-'C 1 , ou ~, qui eft h plus grande 
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valeur de >' fera > i , 8c £'j qui eft fa plus petite va- 
leur, fera < I. Donc -^-> i , & ~- < i a donc 
a>c, £>a, fit i>c , ce qui donne £>a>>c. 

32. Donc la différentielle dont il s'agit ici fera, 
dans le cas où / eft < 1 , de la mente forme que celle 
de la pag. 18 j, Tom. VI, Opufi. & par conféquent 
à caufe de 1— G 1 pofitif, & de G'a'-t-G'-— 1 , ou 
-£._, pofidf, fera de la forme '^*7~f 
dépend (J. III du LUT Mém. art. 23) d'un arc d'el- 
lipfe & d'un arc d'hyperbole. 

. 33, Et dans le cas de /> 1 , la différentielle aura, 
comme dans l'art. 26 ci-deffus la forme 

— wn-p+n ^ fe ^ à h 

forme ^^^T^J~ > laquelle dépend encore d'un 
arc d'ellipfe & d'un arc d'hyperbole. 

34. Suppofons maintenant a' négatif & =— h>, 
ce qui donne V* étant alternativement <i 

fit > i. Il eft clair, i". que i' 1 fera <G", à caufe de 

valeur de fcvoir C 1 — «^.qw — fera <i, 6t 
fa plus grande valeur fi 1 ou -^-fera^i.Donc a>b, 
cfefl, & £<!c, ou e^a^i. 
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ÎJ. Donc la différentielle dont il s'agit ici, fera 
(art. ,17) dans le cas de /<i, de la forme 
— 1 , Ou ■ ■ — — , qui 

fe réduit (LIIT.Mém. S. III, art. 23) à un arc d'eliipfe 
& à un arc dnyperbofe. ; ' ••^■■^ ■ i.-j|t 

j6. Et dans le cas de / > 1 , la dilKrentieile aura 

ou ■ f * V( *" v - / ' . 'nui fe réduit encore à un .arc 
d'eliipfe & un arc d'hyperbole. 

37,-tfous avons donné dans les articles précédera 
les conditions de rapport entre c, b, a, qui donnent 
1' 1 toujours plus périt ou toujours plus grand que l'unité , 
ou fuccelliventent plus petit ou plue grand que l'unité, 
.a 1 étant fuppofé pofitif ou négatif, c'eft-à-dire, £>■ ou 
<c. On. peut trouver ces mêmes conditions par une 
autre méthode fort fimple. 

- 38..P0UÏ cela, on conildésera que — , &îqup 
(art. if) '~ - §^ _ (F'g' l 3)i donc P our 1 ue "»* ^ 
'toujours < ou toujours > i , ou _ fcccefireemént';£ fie 
;<!., il faut que;, ou CVMl toujours > ou, <;ÇJl, 
ou fucceflivèment > où <C1Î.! 

39 . Or CV eft moyenne entre CE & CA. DonV> 
fuppolant *' pofiàf,-ott- C%Ï>C4, it. fcrfgue 
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■^f ) ou ~~~ foittoujours>i. Donc CA ou c doit 
être >a, puifque CA eft ici la plus petite valeur de 
CV. Donc b>Oa. 

2°. Par la même raifon , pour que foie toujours 

Sçi , il Faut que fa plus grande valeur — foit < i ; 
c'eft-à-dire, que b foit toujours <ai donc a>b>c. 

3°. Enfin , pour que foit alternativement > fie 
SÇi, il feut que la plus grande valeur de c'eft- 
à-dire , — foie > i , & iâ plus petite valeur — < t. 
Donc i>a>c. 

40. Suppofons maintenant n* négatif, c'eft-à-dire, 
b<ic, il faut, ^ 

Pour que foit toujours > 1 , que la plus 

'f «rte valeur de c'eil-à-dire, — ,foit> i.Dono 

*>i>* 

4 a .,Poiir que ~- foit toujours < 1 , il faut que la 
plus grande valeur de ™ , c'eft-à-dire , — foic<i. 
Donc- a>c>b. 

- _3>Enfin, pour que ^.r 0 it aiternativernent > & 
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<; I , il faut que fa plus petite valeur — : foie < i , & 
fa plus grande valeur — >i. Donc c>a>*. 

41. On voit donc, 1*. que 1'* fera toujours <i: 
dans les deux cas fuivans : 

I. i>c>», 
D. c>i>u; 
ce qui s'accorde avec les art. 8 fit 18. 

2". Que fera toujours > t dans les deux cas fui- . 



ce qui s'accorde avec les art. & 30. 

î°. Enfin, que 1' 1 fera fuccelïïvement «<&>i dans 
les deux cas fuivans : , 
V. b>a>c, 
VI. «>•«>*; 
ce qui s'accorde avec les art. ;i 3c 34. 

42. Ces lis conditions, que j'ai marquées par les 
chiffres romains I, II, &c. expriment évidemment tous 
les cas pofilbles d'inégalité entre les demi-axes c>b,a. 

4j. Dans le cas où •'' eft toujours < 1 , la quantité 
AT — dépend uniquement des arcs de cercle ; dans 
le cas où /' eft > 1 , elle dépend uniquement des lo- 
garithmes; enfin, dans le cas où .'* eft d'abord 
Op. Mot. Tarn. VU. R 
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fit enfuite plus grand ou réciproquement, elle dépend 
d'abord des arcs de cercle, & enfuite des logarithmes, 
ou réciproquement. 

44. Or , dans le cas où y' 1 eft fucceffivement < & 
> i , ou fucccfiivement > & < 1 , onai' = — » fuc- 
ceffivement > ûc < i , ou fucceiCvement < & > i , 
c'eft-à-dire, t>a>c fit &<«.<c, ou c>b>a; ou 
t<a<c & b>a>c. 

4f. Donc dans le V* des cas précéder ( art. 41), 
3a quantité AT — ell d'abord circulaire, puis loga- 
rithmique ; fit dans le VI 1 , elle ell d'abord logarith- 
mique, puis circulaire. 

4<>. Je délignerai par (C) le cas où ^T — ed tou- 
jours circulaire, par (L) le cas où elle eft toujours 
logarithmique, 6c par (CL) le cas où elle ell d'abord 
circulaire, & enfuite logarithmique, fie par (LC) le 
cas où elle eft d'abord logarithmique, enfuite circu- 
laire. 

47. Donc en fuppofant, comme nous le faifons ici, 
que les coupes elliptiques faites par ^extrémité de l'axe 
se foient perpendiculaires au plan de c & de b, nous 
aurons (art, 41 , 45 , 44 & 4; ) les fu combiniifom 
fuivantes ; 

L i><:><7 { C) 
H. c>5>a ( C) • 

m. (£} 
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IV. «>*>*<£) 

V. b>a>c (CL) 

VI. c >a >b (LC) 

4.8. Noua avons fuppofé que les coupes elliptiques 
étoient perpendiculaires au plan de l'ellipfe qui a pour 
demi-axes c & b. Si elles l'étoient au plan de l'ellipfe 
qui a pour demi-axe c 6c a, alors nommant Ç un des 
demi-diametres de cette ellipfe à volonté , ii eû clair 
que les rapports des axes des ellipfes qui forment lea 
coupes , feront celui de tf à b; d'où il s'enfuit que pour 
avoir les conditions où >'* fera toujours <i, ou tou- 
jours > 1 , ou fucceffivement < Se > 1 , il faudra mettre 
dans les conditions de l'article précédent, a pour b , 
Bc b pour a. Donc , 

i°. fera toujours < 1 fi 

■2>c>iIV. ( C) 
ou c>a>b VI. (C) 
a". i' 1 fera toujours >■ 1 fi 

b>a>c V. (£) 
ou r<>c;><i I. (£) 
3°. Enfin,/* fera fuccefïïvement .< & > 1 , fi l'on a 
c>i>c IJJ. (CL) 

49. D'où, l'on, voit que fi r' 1 elt fucceffivement >■& 
<i, ou < 6c > 1 , en coupant le folide elliptique 
par un plan perpendiculaire à celui des c & des b, 011 
pourra avoir î\ toujours < ou > 1 , en coupant le 
Ri, 
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même folide par un plan perpendiculaire à celui des 
c & des a, £t réciproquement , puifque dans le pre- 
mier cas on aura la V 1 & ia VI 6 condition, qui, dans 
le fécond cas , donnent t" toujours > i ou toujours 
<i. 

fo. Donc dans la formule nrJceflaire pour trouver 
l'attraction du fphéroide à l'extrémité" de l'axe c, on 
pourra toujours fuppofer ou>i, puifqu'il fuffira 
pour cela de couper le fphéroide par des plans ellip- 
tiques palTant par l'extrémité" de l'axe c, & perpendi- 
culaires , foit au plan de c Èt de b, foit à celui de c 
& de a. 

ji. Donc en coupant le fphéroide d'abord par un 
plan perpendiculaire à celui des c & des b ( ce que 
j'appellerai la premier: méthode), enfuite par un plan 
perpen dieu laite à celui des c et des a ( ce que j'appelle 
la féconde méthode), ôr. combinant enfemble ies art. 4 [ 
& 48 , on aura les cas fuivans : 

L b>c> a (C) (£) 

11. c >*>û (o (ic) 

KL a>6>c (L) (CL) 

IV. 3> e >i (L) [C) i 

V. f>>a>c (CL) (L) 
VI. c>a>b (LC) (C) 

Ce qui fignifie que dans le cas de.i>c^a, on aura , 
parla première méthode, AT ~ toujours circulaire, 
& par la féconde toujours logarithmique i que dans 
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le cas de c>t>a, on aura, par la première mé- 
thode, AT — toujours circulaire, & par la féconde 
d'abord circulaire fit enfuite logarithmique, fitc. Ét 
ainfi dés autres cas. . t 

j2. Donc-il n'y a aucun de ces fiï cas, on A T — 
ne puûTe erre uniquement circulaire ou uniquement lo- 
garithmique, fuivant qu'on employera la premiers ou 
la féconde méthode; & il y a niCmc dcu.\ cas , favoir , 
le premier & le quatrième, c'eft-à-dire , £>c>i!, ou 
a>c>È, dans lefquels AT— fera uniquement cir- 
culaire' ou logarithmique, foit qu'on employé la pre- 
mière ou la féconde méthode, en obfcrvant feulement 
que fi cette quantité eft circulaire par l'une des deux 
méthodes, elle fera logarithmique par l'autre, quoi- 
que les deux méthodes enfemble doivent donner le 
mfime réfultat total pour l'attraction du fphéroïde à 
l'extrémité de l'axe se; ce qui nous fournira quelques 
remarques dans la fuite. 

[). De plus, il eft clair par les arc. 12 fit 39, que 
dans le cas de è>c>a (I), 6c dans celui de a>c>* 
(IV), îa différentielle qui multiplie la quantité angu- 
laire ou logarithmique A T — , dépend d'un arc d'hy- 
perbole combiné avec une quantité algébrique ; que' 
dans aucun cas cette différentielle" ne dépend d'un 
funple arc d'ellipfe ou d'hyperbole, fit que dans tous 
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les autres ctu, à l'exception des deux qu'on vient d'in- 
diquer, elle dépend d'un arc d'ellipfe.ct d'un arc d'hy- 
pi-rbck a-la-foîs. . 

54.. On fuppore dan? l'article précédent que les 
coupes du fphéroïde font perpendiculaires au plan de 
c & de b. Si elles rétoient au plan de c & de a, alors 
les deux conditions de l'article précédent feroient, en 
mettant a pour & b pour a, a>c>b, 6c b>c>a, 
qui font précifément les mcmes que les deux précé- 
dentes. 

De-là, & de l'art. ci, il s'enfuit que leB deux 
cas de i>c>a (I), 6c a>c>b (IV) font les deux 
cas qui donnent les réfultats les plus (impies , puifque 
d'une part la quantité AT — eft toujours logarith- 
mique ou circulaire dans chacun de ces cas, 6c que 
de l'autre îa quantité différentielle qui multiplie A T— 
dépend uniquemenr dans ces deux cas d'un atc d'hy- 
perbole combiné avec une quantité algébrique, 6c dans 
tous les autres cas d'un arc d'ellipfe fit d'un arc d'hy- 
perbole. 

j 6. La différentielle de la pag. 1 8 1 , Tom. VI, Opufc. 
ie réduit en général à la forme 7]ï)~ $~e — F — * 

(l'étant pofirif ou négatif. Or, en faifant^ft'-t-B^^ , 
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. A' ) ft* sa , & ta différentielle* devient de cette 

- Jt^T r J % 

nous avons vu de plus (ait. ) que la différentielle 

, fe réduit, lorfquec eft moyen 

entre a & b, à la forme ■ v .^ j ^_^__^ i ,dontl'inté- 
graîe, eafuppofam u~— (Mém. Berl. «740", p.aoj; 
«t. XX ), eft - + w ^ £ ^ 
bolc, ou , ce qui eft la même choie, y — '"^"~ n l 
-+~un arc d'hyperbole, ou enfin — a^Ri ï -4- ffg 

-t- un arc d'hyperbole j donc la différentielle propofée 
fera d tare, hyp.)* C " ^— : — 

l'intégrale de cette dernière partie fera — 

'W'[C^7~Bl.it; ï +H)1 ç df 

J" t ' T (t+JH;)~ ' dernière quantité s intègre 

aifément par des arcs de .cercle , ou des logarithmes. 

Î7- Donc l'intégrale de la différentielle qui exprime 
l'attraffion à l'extrémité de Taxe zc, dans le cas où c 
eft moyen entre a & b s fe réduit à des quantités lo- 
garithmiques ou circulaires , plus à la différentielle d'un 
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{impie arc d'hyperbole , multipliée par une quantité' 

toujours logarithmique ou toujours circulaire. 

j8. Dans le cas où AT— eli imaginaire, 6c fe 
change {article 53) en une quantité logarithmique 
log. (-r~~) 1 6 on veut réduire la différentielle de 
la page 1S1 , Tom. VI, Opufc. à une forme analogue 
à celle de l'art. 13, on fuppofera log. (-7^-)=*= Si 

0lI _ = c", ce qui donnera p-t-i c=fi!tf — c" 4c 

p'c= ; fubftituant cette valeur, on aura une 

quantité beaucoup plus compliquée que celle de far- 
ticle 1 3 , & dont l'intégration demeurera toujours tris- 
difficile. 

ÎP- Lorfque c = a, fi on coupe le fphérolde par 
des plans panant par l'extrémité de l'axe jt, & per- 
pendiculaires au plan de c & de a , on aura, par la 
méthode de M. Maclaurki , l'attraction du fphéro'rde, 
qui fera celle de l'attraction à l'équateur dans un fphé- 
roide de révolution, & qui ne renferme que des lo- 
garithmes ou des arcs de cercle. Mais dans ce mùme 
cas , fi on coupe le fphérolde par des plans panaris 
par l'extrémité de l'axe ic, & perpendiculaires au plan 
de é Pt'de b, alors, dans le cas de b>é , on auroit 
(à caufe qui donne fc + Ï'C — 1 } la diffé- 

rentielïe 
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rentielle d^tn* ( i — S') — 6'J x AT ~ , ou 
rfftvW— G'Jx (art. 10), qui renferme .une 

difFé rentielle logarithmique multipliée par un arc de 
cercle; & dans le cas de b<c , On auroit (an. 39 & 
30) i/f(V[>' ; (£' — 1) — £»]>; log. (-^^-), qui ren- 
ferme une différentielle logarithmique multipliée par 
une quantité, logarithmique; & dans l'un & l'autre cas 
l'intégration relie très- difficile par la première méthode, 
quoiqu'elle foit très-facile par la féconde. 

60. Enfin, fi c'eft-à-direifi Cm, h aiffiS- 

rentielle fera— 70£^êï*4T~, ouplutéc, 
en faifam € : = 1 , & changeant les fignea. dea radicaux 

j^s- ' ç " — * r y x ^^~ '° uli , '> i > ce i uitloniie 

b <c , — , ^ ■ -01 log. (-^71),; . *':^tanf 

négatif ; d'où l'on voie que l'intégration ell encore irei 
difficile , quoique par la forrn.ule de la page iSi> 
Tom. VI, elle devienne beaucoup plus fimple. 

tfi. On voit par-là combien le choix dés méthodes i 
& dea formules eft efiéntiel pour parvenir d'une manière 
plus fimple & plus facile à la détermination de l'attrac- 
noicd'uo fnheroide^6c c'cil ce qu'oi^ya, jroir. eofiq» 
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par les recherches que nous allons faire fur l'intégra- 
tion de la formule de la page 184, dont nous venons 
de parler. 

62. Venons donc préfentement à la formule de la 
page 184 du Tom. VI de nos Opufcules, laquelle donne 
d'une autre manière l'attraftion d'un fphéroïde elliptique 
dont tous les axes font inégaux, & fuppofons d'abord 
r réel; ce qui donne ✓(tt — 1 ) réel, ou w'> 1 ; car 
il efl bon d'obferver que dans la valeur de na = 
— , tr' eft toujours une quantité réelle & pofitivej 
puifque, 1 — » ff étant = ~- f & / étant un demi-dia- 
mètre detlipfe ainfi que c, 1 — itt, 6c par conféquent 

n'ma ; eft toujours pofltif. 

63. Il faut obferver de plus que dans tou* les cas 
le dénominateur V{£ 1 — !'*'-+- 1 )x ✓{(***— 1)> (P a ge 

184 du Vol. cité) , eft = S>J* cof. u fin. 11, fit par 
conféquent toujours réel. On doit feulement remarquer 

■querfi ^ = — 1 eft négatif, c'efl-à-dire, fi i<d, 

^ eft toujours pofitif) il faudra changer le» 
fignea des quantités qui font fous les deux lignes ra- 
dicaux t car 1 ^7*Ctî"( cof.uO]^- 

i=^'cof. a», & ^_ t '*'H-i = ^'-t-J u 'cor.u l = 
■T'fm.n'. Donc fi eft négatif, on a ft««ï!t-ft'i 
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" A'cof.B*, & — l'a-'-l- i =,_ATm.u l . 
Donc il faut changer les lignes des quantités qui font 
fous les deux lignes radicaux , afin que le produit (qui 
eft toujours réel ) foit forme" de deux quantités réelles. 

tf^. On peut remarquer encore que log. = 
log. tï+^-i)] — log.[*— "✓(*» — i )] = 

lo s- ( "2^'.'-'.) ) = Iog - c * **- - * ,r - 

alog-O-i-ffT'—,}], w étant l'abrciffe de l'hyper- 
bole dont l'axe eft i, & a log! £*-t- 1)3 
«epréTentant le feâeur correfpondant. 

tff. Si» eft réel, alors foit fuppofé log. ^ ■'■f-'. .^j ) 
ce qui donnera c" , & tr= ; foit 1*=. 

"7"™ j/ ( .._~> on aura p 0 ""' transformée 

^/j^, ,-1>-t. ,)(,•.- , j] ' IMantité dans laquelle il 

faudra mettre pour «■ 6t_** , leurs valeur» en 1". 

6fi. Nous avons vu ci-devant comment les logarithmes 
fe changent en arcs de cercle , & réciproquement , 
lorfque ï eft imaginaire, ou s> négatif. Ainfi nous ne 
nous arrÉterons pas fur ce poira ; nous remarquerons 
feulement, i". qifé Qan s le cas où «■ eft imaginaire, 
& o 1 négatif, alors t'— 1 eft négatif, puirque w' — 
1== -~77> l uilati ^ négative; d ' où a "'enfuit que 
' '' Sij 
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comme la quantité log. ) renferme alors de 

quantités imaginaires, fi on fait s = ; — ~, cett 

quantité fe change en iv' — i multiplié par l'arc p , don 



cofinus de l'angle p , ôr. ^( i — ir 1 ) fon (mus, & la 
différentielle fe réduira à — 
donc i àicaiife de </ = - ■■— , & de t> = cof. pî, 
on aura pour transformée une quantité de cette forme: 

ger (en faifant coC p' = {-i-i cof. ip, & af=su) en 

Ci— o,i:. J ;. v -.;.j'-i /*',.,(: -.-Ht ,,.r.-') — 



S7. Mais comme toutes ces transformations, quoi- 
qu'un apparence plus (Impies qui 1;î diiliirciirieUe de la 
page i 8-)- , 'rie rendent pas l'intégration plus facile., 
nous allons nous borner à chercher l'intégrale de !a 
quantité qui multiplie log. — — ) dans diSB- 
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fendelte;'» étant fuppofé réel ou imaginaire, c'eft-à- 
dire , -x 1 > ou < i , & de plus (art. 62 ) ^' pofitif ou 
hégarif. " . 

S8. Nous avons donc ici quatre cas a examiner, 

i°. Celui de ir->i Se de J^' pofitif. 

2 0 . Celui de 1 & de négatif. 

î°. Celui de w ; <i 6c de pofitif. 

4°. Celui de w> < 1 &. de J^ 1 négatif. 

63. Remarquons encore que, puifqu'en général a- 1 = 

, n étant pofitif ou négatif, & que 1 — m=> 

, il s'enfuit que ** >■ 1 donne m < 1 , & par con- 
féquem — <i, ou c>_p ; par ia mCme raifon «■'<! 
donne c<^. 

70. Donc, puïfque f eft moyen entre flic A, il efl 
clair que * fera toujours >i fi celî >a & >£; -x 
toujours <l fi e elt <a & <i; & que ir fera alter- 
nativement > & <i, fi c eft >a & <i, ou ;>£ 
& <„. 

71. De plus, la condition de polînf e*ige que 
t>3 condition qui peut très bien fubilHer avet telles 
de v>ou <i , pu.fi;ue cette condition exige feu- 
lemc;u qje <; foi' > ou < que : Ôt que S; aîr.li oiv 
peut fuppofer àla-fois V>i , ou •*'<! , & pofitif. 

. 7a. Par la même raifon, la condition de 1'' néga- 
tif, exigeant b<a, cette condition' pourra encore 
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fubillîer avec celle de **> ou <i. De même, la con- 
dition de J'- polîtif fubiiftera avec ia condition de ir 1 ^ 
& < r fuccdlivement, pourvu qu'on ait c> a 6t <£, 
ce qui donne £>c>a; mais elle ne fnblitrer» pas 
avec; la condition de c>b Se <a, qui donne o>c>i, 
& par conféquent a<-&. Parcourons maintenant ces 
différens cas , Ét premièrement celui de **;>i & de 
J» pofitif. 

73. Dans ce cas, 11 l'on fait comme ci-deffus, 
1) ^* — =") on aura la différentielle expri- 
mée en t , réduite à 

lant n' = a:, ii fi'-t- 1 =«' , dépend de la différen- 

*k^ e (/( 1 , _j - K ^ _ -, dans laquelle 

les quantité; qui font fous chacun des figues radicaux, 
fora pofirives , puifqu'ellEa viennent des quantités J 1 ' — 
t 1 t* -h- 1 & l' nr* — 1 , fiippoféea pofirïve» l'une te 

7^.. Or, on pourra s'aiïiirer aifément par les Mém. 
de Berlin de 174e, & par le Mém. précédent, S.IH, 
fi cette diffétentielle dépend de la rectification de l'ei- 
lipfe feule, ou de l'hyperbole léule, ou de celle de 
coûtes les. deux. 

7f. En effet, foit o 1 — t' = y, ce i» — i = ^',c'erl- 
à-dire, — — =: yi 6t — 1=^', on aura la 
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transformée — - — " .j ^S* - ,<ianslaquelle yx— 

»* & J^'x-i-i font polîtifs, & qui fe réduira (Mém. 
précéd. f. III) à la rectification d'une ellipfe , fi elle 



hyperbole, fî elle peut aroir la Forme 

— y, ■■■ „ — , ou la forme ■■ ■ — , 

& dant les autres cas, a celle des deux fettioiis co- 
niques à-la-fois. 

76. Or on a = 

d,* — ■].v'l^+.) 

■ ^ — ; & puîfque b* = J"-f- 1 = 



- — ell toujours pofitif, il efl clair que cette quantité 
fe réduit à la reQification de l'ellipfe feule, H y^'elî 
négatif, & y — jvV pofitif, c'eft-à-dire, fi (-— — 
-y) x (-^ 1) , eft négatif, ût ^ 

(77— Ov" P^oC 

77. Or la première de ces conditions ne peut avoir 
lieu fi y eft négatif ci ^' pofitif, car alors yl*' 6c y— 
f-'u' ferotent négatifs l'un & l'autre , mais elle aura 
lieu ii y ell pofitif & l' négatif; cefl-à-<iire , fi 
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Bc «*<i , ce qui donne — > — ,& — < i ;donc 

a<c, & e>b. 

78. Or cetic condition ell précifément celle qui 
réfute de -r 1 — 1 toujours politif, b étant d'ailleurs 
> a , comme l'exige la condition de J" pofitif donc 
fi Oi>a (Il)Çart. 41). I» différentielle peut fe 
conftruîre par un arc lîmplc d'cliipfe. 

79. Four la réduction à un arc firaple d'hyperbole, 
il faut que yt-' foit pofitif, c'eli-à-dire, y Èt t' tous 
deux pofitifs , car ils ne peuvent être tous deux néga- 
tifs , puifqu'alors y — <K»' ferait négatif dans la formule 
de l'arc. 7;. Donc »' — f 1 & f l — 1 doivent Être tous 

deux pofitifs, c'ell -à-dire , — • — , & — 1 , 

tous deux pofitifs i donc c>a 6t £>c; or cette con- 
dition 3 tieu lorfque — 1 eft pofitif, ôc S 1 * pofitif, 
en obfervant feulement que ne fera >i que dans 
une partie du fphéroïde, " ( 

Po. Comme ^' = ^"-(-1 ell toujours pofitif) i!tant 
= — — , on voit aifément que la propofée ne peut fe 
réduire à la forme ^g~yr— — , qui dépendroit 
auffide la reQilîcation de l'hyperbole feule, mais com- 
binée avec une quantité algébrique (Mém. de Berlin, 
1745, pag. =o 3 , arc. XX). 

Si. H eft clair suffi qu'à caufe de la quantité néga- 
tive 
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ttve ' — ie radical de l'an. 7; ne peut jamais être 

82. Donc fi w\ eft toujours > 1 fit J" pofitif, c'cfl- 
à dire, fi c>i>ij (II) (art. 4 1 ] , la différend!; dé- 
pend d'un fimpte arc d'ellipfe, & fi J 11 eft pjlîtif ôc 
jr">i', c'ettà-dire, fi i>c>j(I) (art. 4t),la dif- 
férentielle dépend d'un fimple arc d'hyperbole , mais 
n m - ne fera > 1 que dans une partie du fphéroïde fie 
< 1 dans l'autre. 

8;. Suppofons préfentement ir'^i & J" négatif, 
& la différentielle de l'art. 73 fera, en changeant les 
lignes des quantités qui font fous les tadicauic au dé- 
nominateur, — — — - — — ' " " ) " ' < ^" 1 ^ 
réduira à un arc fimple d'ellipfe , fi on peut fuppofer 
le radical de la forme v'fcc — x) . — G),' à 
étant >i>£; ce qui donne, i°. i' — »' négadf; 

a°. 1 — i' pofitif; d'où ~<~rt & '>~^~i 

3°. — ■ — > r , ou a l <' <»*, ou '•'.<; 1., ou 

t<4, ce qui réfulte déjà de ^' négatif. Donc c>i, 
e>a, & i<a : conditions qui fubfifteront en fup- 
pofant — 1 toujours pofitif, fie de plus i 11 négatif, 
donc c>u>È (VI) (art. 4.1 ). Donc dans ce cas 
de e>a>i, la propofée fe conftruit par un fimpls 
arc d'ellipfe. 

Op.Mu.Tom.ni, 1 ' - : T. " 
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i 8 t . Pour la réduflion à u» fimple arc d'hyperboléï 

il faut que la différentielle puiffe fe réduire à la forme 

, qui donne t* — a*pourif& 1 — f 1 

VI-— ).*<<<■#■<) 4 ■ ( , 

pofràf, t'eft-à-dire, 8c i>~ i donc 

fl >£, & c>£; donc a>c>i(IV) ( art. 41 )i ce qui 
donne a>*, comme l'exige la fuppofîdoo de J" né : 
gatif. Dans ce cas dé a>c>b, ** n'eft > 1 , que 
dans une partie du fpheroïde. ■ . . 

8;. La réduaion à un arc d'hyperbole combiné 
avec une quantité algébrique , eft impoflible , par les 
mêmes raifons que dans l'art. 80, à caufe du ligné 
négatif de V. 

. 86. Examinons préfemement le cas où ✓(■*■' — 1), 
étant imaginaire, c'eil-à-dire, le cas où a 1 eft négatif, 

la difiérentielie doit fe changer en — 7- » 



87. En faifant -»» donne - »»*»" 




que t* eft pofitif. 



B7. ï.n laiianr — 

— — , k transformée fera 
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tle,le {->*-*-■,> ' fur Uqudle on 

fera des opérations analogues aux précédentes , pour 
favoir fi elle efl réduaible à un fimple atc d'eilipfc uu 
à un (Impie arc d'hyperbole, ou à un arc d'hyperbole 
combiné arec une quantité algébrique, 

88. On verra donc que pour la réduction ï un fimple 
arc d'ellipfe, il faut que la différentielle fe réduife à 

cette forme i^l ; donc t 1 — i doit être 

polirif, négatif, c'elt-à-dire, — >'i , & 

i^-<— . Donc b~>c kc<a; de plus, ^* étant 
pofitif (hyp.), on a i>a; donc i>a>c, ce qui 
donne w* toujours > i , Donc fi on a' i>a!>c(V) 
(art. ), la différentielle dépend d'un fimple arc d'el- 
lipfe. Pour la réduction de la mtnie différentielle à un 
(Impie arc d'hyperbole , il faut que la différentielle fe 

réduife à — ; y/t +0 ' ' ce qu * ^onne »» — 1 pffj, 

fidf, & pofitif, ou b>c ic e>a, donc 

*^^>n (I) (art. 41 ); condition qui fuppofe que 
ne fera < 1 que dans une partie du fphéroïde. Pour 
la réduction à un arc d'hyperbole combiné avec une 
quantité algébrique, il faudrait que la différentielle fe 

réduisit à la forme qui eft impof- 

fible ici, où <* eft pofitif. 
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«S. Suppofons enfin t»<i , & S"- négatif, ce qui . 
exige (an. Sa) qu'on change les lignes dans les radi- 
caux du dénominateur de l'art. 87, & la différentielle 

fera '— — ^t^", : — , qui fe réduira 

a un fimple arc d'ellipfe, fi le radical peut être fup- 
pofé* de la forme ✓(* — *■).✓(*—£) , c'eft-a-dire, lî 
1— (' elt négatif, & t 1 — »' pofitif; ce qui donne 
i<— r & -^-> — , ou c<b St a>c; donc a> 
£>c (III] (art. 41 ), ce qui s'accorde avec la fuppo- 
fition de J" négatifj & de ir* — 1 toujours négatif. I 

90. Pour la féduâion à un arc fimple d'hyperbole, 
il faut que le radical fe réduife à la forme ✓(a: — *). 
v'tx-f - 6), ce qui donne 1 — f l poittif , & i 1 — a 1 po- 
fitif; ou i>-^- ce -^->-^-i donc c>i &.a>c} 
donc a>c>b (IV) (art. 41 )j ce qui s'accorde encore 
avec la fuppofition de J 1 ' négatif, 6c de < 1 dans 
une partie feulement du fphéroide. 

91. Lé terme négatif — m*; rend impoffible la ré- 
'duflion à un arc d'hyperbole, combiné avec une quan- 
tité algébrique. - ; ; 

pa. Donc la propofee fera réductible à un fimple 
«e d'ellipfe fi on ï!< ■! . : ■ v . 
ctli-îr^ét*) (ttl (£),■ 

■ (w-Bj) c >a> b (VI.) (£), 
(art.BS) b>c>c ( V. ) «?), 

(,«*M) «fe*st« (m.) (cw -. - 
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& à un fimple arc d'hyperbole, Il on a < i 

{art. 79 & S?) ( I ) (LC), ou (CL), 

(art 84 6c 90) a>c>b (IV.) (ZC), ou (LC). 

Mais dans ces deux derniers cas , comme c eft plu» 
grand que l'un des deux demi-axes a,b, & plus petit 
que l'autre, *' fera fucceifivement < .fit > 1, 6c la 
quantité qui multiplie la différentielle fera fucceffive- 
ment logarithmique & circulaire. Dans ies quatre autres 
cas, la quantité qui multiplie la différentielle fera feu- 
lement, ou logarithmique, ou circulaire, comme le 
marquent les fignes |Z), (C), [LC), ficc. 

Sj. Donc dans tous les cas poffibles de l'inégalité 
des trois diamètres , la différentielle qui multiplie la 
quantité logarithmique ou circulaire, eft réductible à 
un fimplearc d'ellipîe, ou à urifimple ,-irc d'hyperbole; 
mais dans ce dernier cas, la quantité qfii multiplie la 
différentielle fera fucceffivement logarithmique it cir- 

94. Donc dans tous les cas où c eft >a & >è, 
ou bien dans lefquels c<a 6c <£, on pourra réduire 
l'attraflion élémentaire du fphéroïde à une diffëren- 
rielle d'arc d'ellipfe, multipliée par une quantité loga- 
rithmique ou circufaire. • ■ ' ; - J ■ 

jfy. Et dans les cas où c eft moyen entre les deux 
axes, on pourra réduire cette attraction élémentaire ; 
ou (art. 32) à la différentielle d'un arc lîmple d'hy- 
perbole multiplié par une quantité fucceffivement lo- 
garithmique Ôt circulaire , ou (art. (3) à U diffireo- 
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tielte d'un are d'hyperbole combiné avec une quantité 1 
algébrique, multipliée par une ftmple quantité loga- 
rithmique ou circulaire, ce qui dï beaucoup pins 
fimple. ' .' ' 

r SoV'Doric dans le cas aSi c efr >a 8c >f>, ou 
bien c<a fie <£, il faudra employer de préférence 
{art 53) la formule de la page 1B4 du Tom. VI de 
nos Opuïcules , après avoir Amplifié cette formule par 
les réduaions des art. 78, 83 , 88 6c 8p ; fie dans le 
cas oit c eft moyen entre a '8c ïy II Faudra employer 
de préférence ( arc. ; 1 ) la formule de la page 1 8 1 du 
même Volume. 

P7. Combinant maintenant fous un même point de 
vue les trois méthodes , favoïr , les deux de l'art, [t , 
fit celle des coupes par l'axe ic, que j'appelle la troi- 
fiéme méthode, on aura (art. ;i & 53) 

I. t>c> S (C)(Z)(£C) ou (Ci), 
II. ( >»>«,(C)(IC)(i), 
m. a>i>c iLHÇLUC), 

IV. <!><;>* (I)(C)(£C) ou (Ci), 

V. b >a >c (C£)(i)(C), 
VI. c>a>i> (iC) (C) (Z). 

$B. Donc de ces fix formules , la première Se la 
quatrième donnent, indépendamment des quantités pu- 
' rement logarithmiques ou circulaires (art. $6 & p5), 
la différentielle d'un arc d'hyperbole multiplié par une 
quantité - purement logaridunique ou circulaire, & les 
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quatre autres donnent la différentielle <îun. are fireple 
d'ellipfe, multiplié par une quantité purement loga- 
rithmique ou circulaire. 

pj. 11 ne fera pas difiicile par les formules que nons 
■avons- données dans les Mém. de Berlin de 1746, «e 
dans le Mém. précéd. f. III , de trouver les axes de 
Fellipfe & de l'hyperbole dont la re£incation donne 
l'intégrale des différentielles trouvées dans les articles 
précédera. Par exemple , dans le premier cas (arr. 74)., 
on aura le radical de cette forme — }• 

J/'Ç—L- x},a l — e 1 étant pofitif, ûc 1— t* pot 

tir, de forte que l'équa 
Berlin, 1746, pourtro 
lipfe, donne t : = — 



bb) t donne Txàir— f-t-^— 

fe fouviendra que 1 — £ : = i — , Bc que ■ 1 =/' I + 

1 = —; l'unité elt repréfentée ici par la quantité 
conflante qui elt = — , puifque uu = x. Il en feri 
de même des autres cas. " • " "•" -^ ..wvi. 
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ioo. On peut remarquer encore que au ou (art. 74) 



c'eft-à-dire, égai au detni-axe c 



101. A l'égard des aufciffes de cette ellipre, prîtes 
fur l'axe r, elles feront données (Mém. de Berlin, 

0 ïï» ° u 




33. Il efl aifé de voir par nos formules de la page 
184 du Tom. VI, Opufè. que dans un feiteur du fphé- 
roïde infiniment peut & allongé , l'attraction à l'at* 
mité de l'axe dépend des logarithmes, & que fi les 
ellipfes font applaties, elle dépend des arcs de cercle; 
on voit au contraire que dans la méthode des coupes 
elliptiques, pag. 178, art. 104, l'attraction dépend 
des arcs de cercle, (î les ellipfes font allongées; ai 
des logarithmes fi elles font applaties ; c'eit que dans 
le premier cas l'attraction a pour élément 

(fy /in, y aoC y* 

- 1+ . M ;-.y. ~a <l ui dépend des logarithmes, fi a eiî 
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négatif, ce qui arrivé quand l'ellipfe eft allongée, & 
que dans le fécond cas l'attraction a pour élément 

T +rfccfii* ' ^ ^ ue cetce ^ ern ' ere j enfaifant cof._y"»= 

l — fin. y* , devient — — — ; dont le déno- 

■ -(-«'— »' Jjn.y 

" jninateur { qui ne peu: jamais Être négatif dans fa to- 
talité) devient A+B fin. y' , li a.' eft négatif ; ce qui 
arrive quand l'ellipfe eft allongée ; de forte que l'inté- 
gr;itio;i ik'vcnd akirs des arcs de cercle. 

je;. Nous avons vu jufqu'ici qu'on peut employer 
trois méthodes pour déterminer l'attraction à l'extré- 
mité de l'axe ic; celle des coupes elliptiques paifauc 
par cette extrémité , & perpendiculaire au plan de c 
fit de b ; celle des coupes elliptiques" palTant par cerre 
même extrémité , & perpendiculaire au plan de c (Se 
de a ; enfin , celle des tranches elliptiques qui ont toutes 
3-c pour axe commun. 

1 04. On a vu de plus que chacune de ces méthodes, 
donne dans les différentielles, ou des logarithmes feu- 
lement, ou des arcs de cercle feulement, ou alterna- 
tivement l'un & l'autre félon les diiférens cas, quoi- 
qu'on puifle toujours, parmi ces trois méthodes, en 
choifir une qui ne donne que des logarithmes ou que 
des arcs de cercle. 

iof. La différence de ces formules eft d'autant plus 
digne de remarque, que le réfultat de ces trois mé- 
thodes doit Ctre ie même, quoique fee expreffîons des 

Op. Mat. Tarn. VIL V 
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difRrefit.ciks loient trts-peu femblabla , les unes con- 
tenJi ' ces arcs de cercle, lf« merci des loparithmes. 

isrf. On pWMToit croire que la difficulté de trou- 
ve- .'auraétion ifu:. rj-héroidc dont tnu< les uies font 
iiiégMXf cei - i te mélange alternatif des quantité» 
iugMÙkrr.ir ici o-j urciLirci dans Ici eiprelTitir.t c"e 
la «&..■■. -,d le , & à la difficulté de palier de l'un i 
ntHnc, dans le cas où le rrffUIrat eft LC , ou a uaff- 
former un réfultat dans l'autre , lorfque l'un eft L, ÛC 
l'autre C, ou réciproquement. 

107. Cette idée pourroir être fondée jufqu'à un cer- 
tain point ; cependant elle ne le ferait pas toujours 
dans des calculs de cette efpece, car fuppofons , par 

exemple, qu'on ait à intégrer la différentielle 

J — — -■ , / étant fuccelfivement pofitif & négatif j 
il eft clair que dans le premier cas on aura des arcs 
de cercle dans la formule, & dans le fécond des lo- 
garithmes ; cependant l'intégra]f abfolue eft en général 

celle de — ( 1 ~— ) * /r^~ ' la 1 ueUe « 

en regardant d'abord / comme confiant, & x feule- 
ment comme variable, & f >,*+* ) 

( s J~l ) +A| R étant une confiante qui 

dépend de f ; dans cette quantité , le terme 



DigKized by Google 



DES SPHÉROÏDES. i SS 
^ "y 1 * 'Slleft évident 

que — exprimera un arc de cefcie ou un lo- 

garithme ; l'arc de cercle étant — — AT.xV f, Ûc le 
logarithme -~ log. ("~~^r-)> en fuppo&nc /=» 
— _f>; de manière que , fi f e(l enfuîte fuppofée variable, 
& fucccffivemcnt positive & négative, on repaiera ai- 
fément de l'expreflion logarithmique à l'expreflion cir~ 

108. On peut' même, ce qui eft à la vérité un peu 

proquement l'intégrale d'une différentielle qui renferme 
des logarithmes ou des arcs de cercle. Prenons pour 
exemple un cône dont on veut chercher la folidiré; 
on fait que , fi l'on nomme x & y les abfciffes & les 
ordonnées du triangle générateur de ce cône, prifes 
depuis le fonunet du triangle, & qu'on appelle air 
le rapport de la circonférence au rayon , on aura la 

folidité du cône = — — — - ; ou , en fuppofant 

^=ax, de manière que fera la folidité totale, 

en prenant c pour la hauteur du cône. Maintenant ima- 
ginons qu on coupe ce cône parallèlement à fon axe , 
c'eft-à-dire , aux x, on formera des hyperboles, dont 
les aires feront, comme l'on fait, exprimées par des 
Vij 
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quantités logarithmiques, & fi on appelle A ces dif- 
férentes sires , on aura fAdy pour la folidité du oone, 
ou çhxètf—Jdj/, parce que,^ croilFant, ces aires 
diminuent. Suppofons , pour plus de (implicite" , que le 
triangle, générateur fait ifofcele, & faifons _/=c — y, 
( c étant le rayon de la bafe du cône , égal ( hyp. ) à 
la hauteur); on aura l'abfciffe totale de chaque hy- 
perbole (prife depuis le centre)=c, l'ordonnée = 
v^ï cy' — yy ), & le demi-axe tranfverfe de chaque 
hyperbole =^ = c— y', d'où Lt'eft alfé de voir que 
Fnyperbolc fera équilatere , puifque le quarré de l'abf- 
cifie C-, moins le quarré de l'axe (c — y' Y, elt égal au 
quarré de l'ordonnée ^cy'—yy. Or foierf^v'f^^ — aa) 
l'élément de l'aire d'une hyperbole équilatere, on fait 
que l'intégrale de cette quantité eft — — — — 

— — " — — ) j fubllituant c— y' pour a, & c pour 
X, on aura l'aire A de l'hyperbole dont il s'agit, = 

jy> . («•—/!* . / «-v , (w-y»'j \. 



— ^. La première patrie renfermera 

visiblement des arcs de cercle dans fon intégrale. A 
l'égard de la féconde, il faut d'abord, pour la lim- 
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plifier j mettre y à la place de c — y, â?iile devien- 
dra log. ( - *""' ■ ' — ) , ou y iy 

fàntc — V(ce — yy) = u, on aura yy= icit — uuj 
& la transformée fera (cdu — udu) i^ficii — un), mul- 
tiplié par y " " " -H - = (cdu — udu) x 

V{2cu—uu)xf — — —y'dyf — — — — -, dont 
l'intégrale eft — log. ( ) — x 

— — S étant une confiante qui rende l'in- 
tégrale = o , lorfque y = c , & compktte lorCque 
y=Q. Or il e(l vifible, fans aller plus loin , que la 
partie qui efl fous ie ligne f renfermera, par la fubfti- 
tution de ✓(aea— .au), au lieu de y, le radical 
/(icu — "u), & fera par çonféquoi;: i:i;i: : ;r;iLk p;ir 
des arcs de cercle ; & que la partie logarithmique eft 
r.jlii: !(irfqi;a_j' = L-j Ci fou cijciîicienrj'î, Iorfquej' = 0. 
Ainfi les logarithmes difparoîtront de l'intégrale totale, 
& les arcs de cercle prendront leur piace. 

iocj. La transformation des deux intégrales l'une 
dans l'autre feroit encore plus remarquable & plus 
digne d'attention , dans le cas où l'on ne chercherait 
pas la foliditc totale du cône, mais celle d'une partie 
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feulciiic-r.c , par exemple, d'un onglet quelconque qui 
feroit formé par une hyperbole parallèle à l'axe ; 6c 
dont 11 folidin! doit fe trouver également par les feg- 
men-> hyperboliques parallèles à l'axe & par les feg- 
riiciis circulaires perpendiculaires au même aie, Noua 
venons de donner la manière de trouver cette foliditd 
par les fegroeos hyperboliques ; à l'égard des feginens 
circulaires, il cil clair que fi on appelle b la diltance 
de l'axe du cône à la plus grande & dernière des hy- 
perboles , & b + ^ le rayon de chaque cercle , on aura 
v'(Ê 1 *+-iiî[-+-ïï — i)' = v'(ai^ + i^), pour l'or- 
donnée ; en forte que la queftion fe réduira à trouver 
l'intégrale de Bd\, B étant le fegmept d'un cercle 
dont le rayon elt b-+- ^, & l'ordonnée V{ib\-+ ^ 5) ; 
6c à comparer enfnite l'intégrale de Bd\, avec celle 
de Ady qui doit lui Stre égale. C'elt un calcul que 
noua abandonnons à nos Lecteurs , & dont il nous 
fuftit d'avoir indiqué le procédé par le calcul précé- 
dent pour la foiidité totale du cône. 

iiq. Au relie, ces calculs nous font voir, non-feu- 
lement comment, dans certains réfuitats analytiques, les 
quantités logarithmiques fe transforment en circulaires, 
6c réciproquement, mais encore que lorfqu'on a à in- 
tégrer une quantité de cette forme dp dq x $ (p , q) , 
il n'elt pas indifférent , pour la fimplicité du calcul, 
de commencer l'intégration par p ou par q ; car on voit 
que la mefure de la folidité totale du cône, par les feg- 
mens hyperboliques , efl beaucoup plus compliquée que 
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cette même médire par des fegmeas circulaires per- 
pendiculaires à l'aie. 

f . I I L 

Différentes manières de calculer Pattraâion 
des Sphéroïdes elliptiques , avec des Re- 
cherches fur l'attraction de quelques autres 
Sphéroïdes. 

Ce paragraphe étant une fuite du précédent , j'y con- 
finerai l'ordre des numéros des articles. 

1 1 1. Je joindrai ici diffdrens etlais pour trouver i'at- 
tratlion d'un fphéroïde elliptique, efiais donc le fuc- 
ces n'a pas à la vérité été tel que je le tbuhakois, 
mais defquels il eft néanmoins réAilté quelques recher- 
ches qui pourront interefler les Mathématiciens , & 
leur fournir ou leur occafionner des vues plus heu* 
reufes que les miennes. 

1 1!. Soit un fphdroïdc elliptique qui ne foit pas de 
révolution, Se dont les axes (oient a<i<e, il eft 
clair que le demi-axe * eiï moyen entre a fit c, Se 
qu'ainli dans l'eliipfe dont les demi-axes Tout a fie 
c , il y aura un demi-diametre « = i ; par confequent 
l'eliipfe qui aura pour demi-axes a & b, fera un cercle, 
fit les coupes parallèles à ce cercle feront auffi des 
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itfo SUR L'ATT R ACTION 
cercles. J'avois d'abord imaginé de chercher l'attrac- 
tion du fphéroide i l'exrrtmicé du diamètre qui pane 
par les centres de ces cercles, parce que cette attrac- 
tion étant , par le théorème de Maclaurin, en raifon 
donnée avec les attraûions dans l'axe , on auroit pu 
tirer de-la l'attraction du fphéroide dans l'axe. Mais 
j'ai bientôt reconnu que ce moyen étoit pour le moins 
fort laborieux , fit vraifemblahleinent ne donnerait au- 
cun réfultat fatisfaifant ; car l' attraction de la feule 
circonférence d'un cercle fut un point qui n'eft pas 
placé immédiatement au-tîeffijs du centre, dépend de 
la rectification d'une ellipfe -, & de plus, après cette 
intégration, il faut encore intégrer par deux autres 
variables fucceffivement. 

hî. En eflët, foit (Fig. 14) CA = r, CB = b, 
BD = a, élevée perpendiculairement au plan du cercle 
dont le rayon efi: r, l'attraction que le point 2 exerce 
fur D, fuivant DE, feta, en faifant l'angle ACZ = x, 

proportionnelle à — — ,foitQa-f- 

bb-hrr~ aircof. i = ,x ; on aura cof. { = 
— ; & la transformée fera -H 

bl-k-rr=rA; & comme aa+bb-t-rr cfl > 2 ir, 
puifque bb—abr + rr e ft toujours pofitjf, la tranf- 
forniée , 
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I>ES SPHÉROÏDES. 
formée, en mettant à part les confiantes, fera 

— — — ZtT~~), ' oa la 9 uan " c ^ 1 

•jv( — ^—j 

"jjy eft négative, à caufe de A>ib, Soit =i = 
U s'agit donc d'intégret 



x^iBB—AA+zAx—xx) 



or l'intégrale eft. 

J [*■- 



>S, B' — A* eft négatif. Donc ( Mem. de Berlin t 
17*6 , & Mémoire précédent) la différentielle 
■ — ■ dépend de la ratification d'une 

ellipfe, dont un des demi-axes eft V{A' — 5'), fle 
dont l'autre, que j'appelle r", eft tel que zAr" — /V»= 
A' — B', ce qui donne (r 1 — A)' •= B' , Ûc r"= 
A±.B; on voit de plus que A i — 

1 14. L'artraclion du point D parallèlement à DB, 

dépendra de l'intégration de il^l _ f 

0 F . Mat. Tarn. VU. X 
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& fera encore plus compliquée que la précédente; 
puifqu'elle dépendra, comme il eft aifé de le voir, 




par conféquem ( Mém. de Berlin, 17+5) de la recti- 
fication d'une ellipfe & d'une hyperbole. 

nr. Si b = ma, m étant un nombre confiant, ce 
- qui arrive, 1 quand le diamètre (art. in) parle par les 
. centres, de tous les cercles , 011 trouvera aifément que 
la différentielle de FattracUon du fphéroide eft 

«' dri tïl pacallHement ÏDS,6c 

± ^j^,^,., pnUfement à EC. 

1 1 S. N'ayons égard ici qu'à la première de ces quan- 
tités. On pourrait eiïayer de l'intégrer en regardant 
d'abord r feule comme variable ; ce qui donnera une 
intégrale algébrique , parce qu'en général l'intégrale 
de — eft algébrique ; on mettrait en- 

fuite dans cette intégrale, au lieu de r fa valeur 
V{Ba — Vaa), & on intégrerait en ne regardant que 
a comme variable ; enfin 011 intégreroit de nouveau 
par rapport à \. Mais il eft aifé de voir que dès la fé- 
conde différentielle l'intégration ferait déjà très-compli- 
quée, à caufe delà quantité zmar , qui renfermerait 
un ftgne radical, 61 qui feroit encore elle-même fout 



Digitized by Google 



DES SPHÉROÏDES. it 3 
un figne radical. Ainfi il n'y a pas d'appsi'eiice que 
cette méthode conduife à uti réfultat plus limple que 
les précédens. 

117. D'ailleurs cette méthode, quand elle réuflîroir, 
ne donnetoit pas en générai l'attraction du fphéroide 
à l'cxtriisiiti; cj.ï trois axes, mais feulement à I'exii-f- 
mité des ases sa & se, entre lefquels on fuppofe que 
l'axe zb eft moyen. Ainfi le problême général ne fe- 
rait pas réfolu, puifqu'il faudrait néceflairetnent, pour 
trouver l'attraction à l'excrûmité de l'axe je, que l'axe 
2 a ou l'axe 2 b fût moyen entre les deux autres ; donc 
fi les axes aa, 2b, font les deux axes extrêmes pour 
la valeur , c'elt-à-dire , fi n >c>i, ou i>e>a, on 
ne pourroit, par la méthode dont il s'agit, trouver 
l'attraction à l'extrémité de l'axe ae, moyen entre les 
deux autres. 

les formules fe fimplificroient , mais l'intégration ref- 
teroit toujours très - difficile , fit d'ailleurs ce cas de 
Daa^aa+m'a'- n'appartiendroit qu'à un fphéroide 
particulier. 

1 jp. Nous pouvons ici remarquer en paflant, que 
dans un fphéroide elliptique dont les axes a,b,c, font 
inégaux, fit dans lequel un de» axes quelconque b eft 
moyen entre les deux autres a, c, on pourra toujours 
trouver de chaque côté de l'axe c, & à égale diftance 
de cet axe , un plan perpendiculaire au plan de a Se 
lit; c, & qui forme une feffion circulaire dans le fplié- 
Xij 
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iS 4 SUR' L'ATTRACTION 
roïde. Il ne feroit pas non plus difficile de prouver 
que ces deux plans circulaires font les feuls qu'on 
puiiïe former dans le Iphéroide , & que -le plan cir- 
culaire ne peut jamais être oblique au plan de a & de 
c. En effet, on s'affûtera aifément par le calcul, que 
pour que les rayons de la feâîon ainfi formée foient 
égaux , c'eft-à-dire, pour que leur valeur foie indépen- 
dante de l'angle que ces rayons font entr'eux , il faut 
que tous ces rayons fe trouvent dans un plan perpen- 
diculaire à celui de a & de c On peut confidérer en- 
core que toutes les feciions parallèles à la feflion cir- 
culaire qui pafle par le centre, feront aufii circulaires; 
& que tous leurs centres feront dans la même ligne 
droite. Or de-là il eft aifé de faire voir que le plan 
des axes a & c, fera perpendiculaire au plan de la 

] 20. Paffons préfentemenc à de nouvelles recherches 
fut l'attraction des folides qui font formés , non par 
des ellipfes entières, mais par des portions ou fegmens 
d'ellîpfe. 

lai. Si on fait tourner un fegment d'ellipfe autour 
d'une corde quelconque, on pourra toujours déterminer 
l'attraction que ie fphéroïde qui en réfulte exerce à 
(on fotnmet, ou, ce qui revient au même, à l'extré- 
mité de la corde. Car l'équation de l'ellipfe, par rap- 
port à cette corde, eft en général yy-\-mxy-*-nxx-*- 
ax-i-by=o, où il n'y a point de terme confiant, 
patee que (hyp. ) x & y font nulles à-b-fois. Mettant 
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DES SPHÉROÏDES. ifi f - 
donc pour i, r cof. \, Ht pour y, r fin. 5, on aura 
une valeur de r fans radicaux en lin. \ Ûc cof. 5;, 6c 
comme l'attraction du fphéroïde dépend île l'intégra- 
tion de rdr^ fin. \ cof. ■{, il s'enfuie, 6cc. Ainfi le théo- 
rème énoncé, Tom. VI de nos Opufcules, pag. 24J , 
art. ;S , n'eft qu'un cas particulier de celui-ci. 

12!. Il faut remarquer, i". que dans cette équa- 
tion la valeur la plus grande de 1 eft celle qui répond 
à r=o, ôc qui eli fournie par l'équation a cof. 

b fin. \—o, ou tang. \ = — . 2°. Que comme la 

corde qui fert ici d'axe de rotation, partage l'ellipfe 
génératrice en deux parties inégales , on pourra ima- 
giner autour de cette corde deux folides diffère ns , 
dont on trouvera facilement l'attraction par la méthode 
précédente. 

raj. On trouveroit la même chofe pour un fphé- 
roide formé par une courbe dont l'équation ferait 

y-t-my- 'x. ...-t-nxr-hay— -+.Js"-' = o; 

ce qu'il eft très-facile de voir. 

1 14. On trouveroit encore la mÛme chofe, fi dana 
cette dernière équation, on avoir, au lieu de_you de se, 
le radical v'jyx'-t-^"-)- H faut feulement remarquer, 
que , comme l'intégration dépend de celle de rdç fin. \ 
cof. \, & que d-{ fin. 3; cof. r^xdx, en fuppofant 
fin. ït=ar, la valeur de r doit être telle qu'elle ne 
contienne que des puiflances paires de cof. 7 L , afin qu'il 
n'y ait point dans la transformée d'autre radical que 
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166 SUR L'ATTRACTION 
celui qui viendra de ^(vsc*Hr^y*J, & qui fera 
✓(y cof. ç'-V-Mn. (*)— Ainli l'équa- 
tion en ^ 6c en x doit frre telle , qu'en fubfliti;aut 
rcof. î pour x, tt / lia. i pour_y, on n'ait dans la 
valeur de r, que (les puiflances paires de cof. \. 

i sj, On peut encore conlidérer que l'attraction d'un 
cercle dont x elt le rayon , fur un point place 1 à la 
diftance f au-deflus de ion centre, eft i — — — - — y, 
Tarn. VI, Opufc. pag. 8;. Ainfi nommant y les or- 
données de la courbe génératrice du fphéroïde, & f 
lesabfciiTes, on aura pour l'élément de l'attradtion df — 

— ; faifant y= ex, cette quantité fe chan- 

sera en </c-~ — ; d'où l'on peut tirer l'cqua- 

tion, ou plutôt les conditions entre f & i, pour que 
l'attraction foit réductible à des arcs de testions co- 

136, Il ne feroît pas plus difficile de trouver par 
ia même méthode la folidïté de ce fphetoïde laquelle 
eft =/>3i; fin. ou fyydf=f\\fdf. Je remar- 
querai à cette occafion que la méthode donnée par 
M. Varignon (Mém. Acad. iSjil )» P our trouver la fo- 
lidité du fphéroïde que forme une eliipfe en tournant 
autour d'un de fes diamètres obliques , n'eft pas esade, 
ce Géomètre n'ayant pas fait attention dans fa folutiou à 
l'angle oblique des deux diamètres; le folide dont il 
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deux diamètres, on fait que ab=d b'm, & aa-hbb=< 
a'a'+b'b 1 ; de plus, les folides Armés par les parallé- 
logrammes cfrconfcrits font etitr'eux comme aBb à 
a'b'b'mm, c'eft-a-dire , comme b à b'm; donc les IpM- 
ro'ides font entr'eux comme b à b'm. Or l'équation a'= 

— — donne b à b'm , comme d eft 1 a ; donc les fphé- 
roïdes font aufli en raifon de a' à a ; c'efr-à-dire , que 
les fpliéroïdes formes par une ellipfe autour d'un de 
fes diamètres d, font en raifon iuverfe de ce diamètre 
a*, & en raifon directe du diamètre conjugué b 1 xm, 
m étant le finus des deux diamètres. Donc auffi les 
fphéroïdes autour de deux. diamètres conjuguas, font 
en raifon inverfe. de ces diamètres. 

127. Si dans l'équation de l'arc 131 ci-defTus ,yy + 
mxy-\-nxx-\-ax-i-by~o, on ajoute une confiante 
.- , alors le point attiré fera placé dans l'axe du fphiî- 
roïde, foit au-dedans, foït au-dehors, fit en fubflj- 
tuant pour je, r cof. \, & pour y, r fin. ^, on aura 
rrffin.^-Hnifin. ^cof. ^-t-n cof. ï') -I- t (a co£^H- 
b fin. \) c = 0 j d'où /■ = 
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Ainfi pour trouver en ce cas l'attraction du fpliéroide, 
!a difficulté fe réduit à intégrer le radical précédent, 
raulttpEé par fin. ^ cof. *; car la quantité non ra- 
dicale qu) entre dans la valeur de r, s'intégre d'ailleurs 
■■meni en faifant fin. £=u, & en faifant difparoître 
le radical V{i — uu). 

12B. Or qu'on multiplie le haut de la fraflion ra- 

.{an, f -* B .»r. t fi n . i; - f - n «c 1 "-) ,p 
— ~, 6c la bas par - ~ , 6c qu'on mené enfuite 

la tangente / pour , on aura la transformée 

-ÛjT * V?TT— * 7^7* Br+ C) * 

— — ^— j-> laquelle contenant un double radical, 

ne peut même être intégrée par des arcs de fefïions 

ras. En effet, cette quantité fe change en 
gggftu ■ t y(a+ciiii.i t -n)wi:»tT 



■JM^-KT.flîo.K-t-nj] 
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V{B-i-L fin. — Ay-t- R , A 6c R étant deux conf- 
iantes indéterminées , on aura B-t-I fin. i=A ! y'-i~ 
*ARy+R>, un. \= ^l Tj^ K ^l T—,co{.^ 

V-(i'— (A'y'-f-JRy+V— if)'] _ .- , ' 

i — - — ■ ■ -, Faifant, pour pLus 

de (implicité, R = o, & ^=>i; on aura la transformée 

, ; ■ SyJyx' l Myy-hPr-t-Pv't.i+Fyy~l-Gy]} 

de cette forme — - -■ — — x 

^('-t-Fyy + Gy'i 

* „ _ ; multipliant haut & 

F+Oyy-*-R-\-B^[ i -t-Fyy-t'Gyi J 1 
bas par F-hOyy— Bv'(n-/<>_y-§- Gy>), le terme 
le plus compliqué fera de cette forme 

, My"dy ^ , n 

(i^-2Cj t -f-iiij--;i V /(n-fv. î --Hi;yH) ' 1 uamit 1 U1 " 
fauroït s'intégrer par des arcs de fe£lions coniques. 

130. On peut demander, à caufe de l'équivoque du 
figne radical , qui exprime la valeur du rayon r , de 
quel figne on doit fe fervir pour exprimer cette valeur, 
au moins dans le cas où le point attiré efl au-dedans 
du fphéroïde ; car lorfqu'il e(t au-dehors , alori au lieu 
de la valeùr de r, il faut, comme l'a remarqué M. de 
la Grange, employer la différence des deux'valeursj 
ce qui réduit l'espreffiôn au feul figne radicaJ. 

t)i. Pour lever cette difficulté,, on remarquera 11 m- 
plement que dans l'ellipfe génératrice du fphéroïde , r 
a deux valeurs , l'une pofltiye , l'autre négative , & 
Op.Mat.ToBi.VII. ' Y 
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que la polïtlve exîile dans le fegment générateur , & 
la négative , dans le fegment qui elt le complément de 
celui-ci à i'ellipfe entière ; Se comme ce dernier feg- 
ment n'exifle puint dans le folide dont il s'agit, il eft 
clair qu'il faut toujours prendre la valeur pofitive de 
r, c'efr-à-dire , celle qui a le ligne •+- devant le figne 
radical ; cjr lorfqu'une équation du fécond degré a une 
valeur pofitive & une valeur négative , c'ell évidemment 
le figue -H devant le figne radical qui défigne la pre- 
mière de ces deux valeurs , & le figne — la féconde. 

2 + Z & £ étant des fonction! rationnelles de 
fin. \ & cof. \ , & que £ (bit teile qu'elle ne change 
point en faifant cofin. \ négatif, fit fin. ^ pofitif, alors 
il eftvilible que dam i.i ■.^l!'un:i];ie]ledeBattraciion râ\ 
lin. \ cof. \, fi on prend deux arcs correfpondans ^, 
& iSo — ^, que j'appelle ^ , la difficulté fe réduira à 
intégrer i\(Z' — Z) cof. \ fin. \ , Se. que par coufé- 
quent on pourra trouver par les logarithmes, ou par 
les arcs de cercle, l'attraction du fphéroide formé par 
cette courbe. On voit même que les quantités Z' & 
Z pourroient encore , fi on le vouloït ,. contenir un 
radical de cette forme V{ A -J~ B cof. X' ) fais que l'in- 
tégration devînt plus difficile. 

ijj. On peur remarquer aittiï que fi Z eft tel quil 
devienne négatif ei> faifant fin. -çtz cof. ^ négatifs, 
c'elt-à-dire en prenant i8o-4-i[ au lieu de ■{ , 6c qu'en 
mÈme-temps Ç ne change point de valeur , alors les 



Digitized by Google 



'-DES SPHÉROÏDES. Vft 
deux courbes femblablei que donnera la coupe du 
fphéroïde par l'axe , appartiendront à la même équa- 
tion. Car puifque r=Z + Vl^ s il eft clair que dans 
la courbe génératrice, qu'on fuppofe rentrante, étant 
prife dans fa totalité , r a deux valeurs Z ±VÇ, l'une 
pofitive, l'autre négative, & que fi on fait ï'=i8o-i-î, 
ces yaieurs deviendront Z'iv'Ç', ou Z'±VÇ, puif- 
que Ç ne change point de valeur {hyp.). Donc la va? 
leur négative Z — correfpondanre à Z , Ôc la va- 
leur pofitive VC-+-Z' correfpondante à 180+Z fe- 
ront abfolument les mêmes avec des fignes différens, 
Donc , 6cc. 

1 54. Quoique je n'aye pu jufqu'a préfent intégrer la 
différentielle de fattraclion d'un fphéraïde elliptique 
autrement. que par des arcs déferions coniques, cepen- 
dant j'invite les Géomètres à cette recherche, dont le 
fuccès ne me paraît pas défefpéré. J'imagine, par exem- 
ple, .qu'on pourrait employer une méthode analogue 
a celle des art. 67 & fuiv. du 5. III du Mém. pré- 
cédent ; en joignant enfemble deux différentielles dont 
la fomme fût réduflible à des arcs de feftions coniques, 
quoique chacune en parriculicr ne le fût pas. Pat 
exemple , il réfulte des recherche» ci - deffus , que la 
différentielle de l'attraSBon èft de cette forme 

v^Lcn l0 «- (t£t) ' '<*» * * — 
~- , on peut mettre log. ■ Or fi . on fuppo- 
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(bit "*"' ■= ) ) & qu'en même -temps 

on téroir difpatuitre de la fomnid des deux différen- 
tielles la quantité logarithmique log. ( — ~~ — )> P ar ~ 
ee-tnie log. ^-^^)4-log. ^ (-^— 1) =log.^. 



itégrable, & que 



i. à.( ^W.' ) ■ JVlvite '*» Mariiimaticiens à fui- 
vre cetto idée, (\ .1 en tirer meilleur paru, s'il e3 
pofliMe. .le preVois néanmoins que uerio rechercha 
pourra renfermer d'aflez grandes difficultés , fur -tout 
dans les en un la quantité — - devient de réelle 
imaginaire, c'eft-à-dirc, où log. ^ </"-*-i ^ repréfente 
fucceûivemenc des logarithmes & des arcs de cercle. 

ijf. Si un fphéroïde n'ait pas de révolution, 6c 
que le rayon r, pièa du polf, foit exprimé par une 
fonflion de l'angle \, fit de l'angle q, que font les mé- 
ridiens avec un méridien fixe, on aura, pour l'attraction 
au pôle ou à l'extrémité de l'axe rd^dq fin. \ cof. \ , ou 
dqit% fin. \ cor.^çjcof..^, cof. q)i <ïoii il eft aifé 
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de voir que lî la fonction donnée eft une fonction ra- 
tionnelle & fans divifeur , la difficulté de la première 
intégration fe réduira à l'intégration des fractions rar 
lionnelle* , quand même la fonction contiendroie 
fin. \ , ou fin. q. Ainiï on pourra d'abord intégrer ou 
par rapport à \, ou par rapport à q, en regardant 
l'autre anjïle comme confiant, & plus naturellement 
l'angle q. Mais dans la féconde intégration par rapport 
à q ou par rapport à \, on trouvera de nouvelles diffi- 
cultés, femblables à celles qui nous ont arrêtés jufqu'ici 
dans la recherche dé l'attraction des fphérnides ellip- 
tiques , ou même plus grandes encore. Cependant la 
fonction pourroit être telle que le tout s'intégrerait 
par logarithmes réels ou imaginaires. Par exemple'! 
ii on avoit tp ( cof. f , cof. <f) «= * cof. j>i cof q, 
* (5c A étant des Juncijur.s rationnelles, dans les- 
quelles mÊmes on pourrait, fuppofer qu'il y eût des 
fui. \ -& des lin. q, il elt vilible que l'intégration fe 
réduiroit à celle de QZiqi^ ou fQdqxfZdi, Q 
0£ Z étant des fonctions rationnelles ; & ainfi du relie. 

t ;S. An beu d'exprimer les rayons r en entier, par des 
fondions de l'angle i , on pourroit prendre Amplement 
l'excès a du rayon r, fur le rayon correfpondant d'une 
fpliere, & on auroit pour l'attraction dans le fens de 
l'axe a dp fin. p Cof. pdq , & pour l'attraction perpen- 
diculaire à celle-là, a.dp fin. p'dq cof q. 

i î7. On peut remarquer en palïant que, fi on pre- 
noit cette dernière attraction dans le feus de chaque 
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méridien , tu fai&w abflraétion du ficleur cof. <j & 
tfe , , on aurolt 4p f-n. />'</./> laquelle attrafton djie 
ttCL- évidemment : puifque les dtu« panies du 
méridien de chaque ci'ni de l'ajce font égales & fem- 
blablet. Cependant fi or. intégroir a Fnrdinaire cette 
(|uan:i'é , en Esifiuit p:)ur Fintégrale totale j> = ■ 180, 
fle-Ç^-- jic, ou j= t3s, & p = }6ù, elle i-.e ferojc 
pu - ■ 1 : , comme il cil aifé de le voir, ce qui prouve 
combien il eft neceflaire 'd'avoir égard au facteur cof. q, 
& de décompofer, par rapport à un plan fixe, l'attrac- 
tion dont il s'agit. 

ijE- Comme les différentielles des pag. 1E1 6c 1S4 
Au Tom. VI de nos Opufiitks , donnent également 
l'attraction, du (phéroide , ÊC que celle de la pag. 1 S 1 
peut même avoir deux formes différentes, félon que 
les fedtions elliptiques font perpendiculaires au plan de 
ç & de b , ou à celui de f & de a ; qu'enfin quelques- 
unes de ces différentielles (principalement dam cer- 
tains cas ) font bien plus aifément intégrables que lea 
autres , il ne fera pas inutile de montrer ici comment 
on peut les transformer l'une dans l'autre. 

ijS- Pour cela,foit comme dans le Tom. W, Opuji. 
pag. iBj, AQœic, AS = r, fFig. i;) un rayon 
quelconque de l'ellipfoïde , partant du point A, AkO 
l'ellipfe dont Je demi-axe CK , conjugué à c, eff =f , 
ArO l'ellipfe dont le demi-axe conjugué CR à c, eft 
t=a, & dont le plan efl perpendiculaire à AkO; foit 
aufli l'angle ASG=y, l'angle SGc ou SGr^u (m 
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imaginant un plan Gkr parallèle à l'ellipfe dont les 
axes font îa St zb); foient menées enfuite les lignes 
si & jr perpendiculaires à GA & à 67, & joignant 
-■ii, foient nommés l'angle S Ai, l'iuiglc i.4G, 
A, l'angle 5^r, r, & l'angle i^G, s, nous auront 
pour i'attraQion du point s fuivalit AS , les <n>is dif- 
férentes expreflions dltdy lin._yxr, dkd\ cof. ;xr, 
dsdt cof, ixr; 6t nous allons montrer comment ces 
différentes expreflions peuvent fe changer l'une dans 

140. Noue remarquerons d'abord que AG = rcoC.y r 
& que de plus Ai = r cof. \, Ôc AG = Ai cof. k, 
d'où AG = t cof. ^ cof. èc cof. ^ = cof. \ cof. A; 
on aura de même A G ou cof.^xr = jitx c.of. j = 
rcof. tcof s, d'où cofiy = cof. \ cof. k = cof.t cof. j. 
De plus, GS=> (în.>, is = GS cof. agr On. y 
cof. ii; 6t comme is = r fin. ^, on aura fin.^ cof. u = 
fin. j. Enfin, Gi= Ai fin. fc=r cof. 3; fin. À; or Gi= 
G Sx fin. u = r (in. _y fin. u; donc fin. fin. a = cof. ç 
fin. ft. On trouvera de même Gt = At fin. *_rco£-t 
fin. s = G$ cof. iic=r fin._y cof. u; d'où fin.^ cof. u = 
cof. i lin. j | & enfin, Gi ou r fin. ^ fin. a= = 
f fin.- r. ' „ 

141. On a donc toutes ces équations, 

1. col, y = cof. \ cof. k, 

2. cof. y = cof. I cof, i , 
3-. fin. y cof. u = fin. \, 

4. fin. y fin. u = cof, \ fin. A , . ; . 
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j. fin. y fin, u=Rn. t, 

S. fin. y cof. u=scof. r fin. s. 

i*î. Ou tire de la troifiéme 6c de la quatrième 
équation ( en divifant celle-ci par celle-là), — "jl" - , ou 
tang. a= - f T - '* ; on a de plus cof cof ç 
cof. A; fit par ce moyen on transformera, l'une dans 
l'autre les différentielles dudy Cm.y, & dkd^ cof. 
de la manière fuivame. 

13.;. Soit dtiafAd^-t-Bdk, dy Cin.y, ou — d{ca(. y) 
•=Cd\-+-Ddk, on trouvera aifément par ïa méthode 
que M. de la Grange a donnée dans Ée Vol. de Ber- 
lin, 1773, pag. i26,dodyCm.y=(AD — BC)didki 
or puifque cof.y = cof. \ cof. k, on aura dy fin. y = 
d\ fin. {cof. A fin. À cof. ^; donc C=fin. \ cof. A, 
fie J3 = fin. k cof. f. De plus , puifque tang. u = 



ç — J,an.J-n»coCtfln. t .:»i: l[ j ^ _ 





'7 — ; d'où ton tire A = ^ 



duit a — cof. ^, en mettant dans le numérateur 1 — 



fin.*' 
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fin. k' au lieu de cof. k' , & -1 — cof. f. au lieu de 
fin. Ainfi la différentielle dudy fin. y fe transformé 
en ik d\ cof. ^. 

144.. Il eft facile de voir qu'on changera duiy fa. y 
en dsdt cof. t par une méthode fcmblable ; & on 
transformeroit de même dkd\ cof, { en dsdt cof. î, 
par le moyen des équations cof. 3; cof. A = cof. t cïff. s, 
fin. 1= cof. t fin. î ; & fin. c= cof. \ fin. A , tirées des 
fix équations de l'arc. Car ces équations donneront 
fin. \ = cof. î fin. s , & "II' ^ ^ ' ou tan S- * ™ 
— ■ = — t— ; & fi on vouloit avoir les équa- 
tions de ( & 1 en k & en 1 , on aurait fin. t = coC ^ 



<4j. Au lieu de prendre cof._y = cof. ^cof.A, & 
tang. u = — ~f~ — ) an pourroit peut-être imaginer 

roient la différentielle de 'lapag. 183' du Tom. Vide 
nos Opufcoles, en une différentielle Qd^dk plus aifé- 
ment intég rallie, C'efl un objet de recherche, qui peut 
être intérefiant pour les Géomùtres, & que j' abandonne 
à ceux qui croiront pouvoir tiret parti de cette idée 
pour trouver fanraâion d'un fpliéroide elliptique. 
j4.fi. J'avois imaginé d'intégrer d'abord la formule 
Op. Mat. Tm. VU. - Z' 
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de la page iS j du Tome VI de nos Opufctihs en 
feifant varier u , & enfuite y , fit favoii cru trouver 
un réfultac qui me conduifoit à une formule algébrique 
d'attratlion pour les fpkc'roïdes elliptiques. Comme cette 
méthode pourtoit en tromper d'autres , il ne fera peut- 
être pas inutile de la détailler ici. 

j 47. ! .'::!■■:■, :,'-:\'.^ iiù l.i j-Jge iS;, 
du.ppiy fi"-r ■> t ^ m .j. e j- Qus ce[œ 



n peut négliger le coefficient conllaiir c 



148. Intégrons maintenant par u, en faiftnt j* conf- 
s d'abord à intégrer 



Digillzed by Google 



DES SPHÉROÏDES. nt 



Donc l'intégrale eft 
— ^ — — t^tj — — ' — ; - , — fTj: — — , multiplié par 
l'angle dont la tangente eft a ; or cet angle a pour 

*& mJ £&£tt£ i d ° nC l0rfqUe t = °> 
ou co, c'eft-à-dire, lorfque u = o, ou s°°, ou 180°, 

i;o. Donc, comme on peut également prendre 
U «=90° en quadruplant l'intégrale par_y, & en pre- 
nant cette intégrale depuis y — o jufiju'à y= 180, 
ou prendre u = 180, & doubler l'intégrale par y, la 
difficulté fe réduira à intégrer jo° X4X 
. -î.. . y — . _ qui f e réduit. 

en faifaAt cof. y = r' ) à ''"^"T** ~r i c'ett-à-, 

dire, à des atcs de feâions coniques. . , , ■ 

ifi. Mais cette méthode donne un faux réfukat; 
parce qu'on y traite tacitement le coefficient de t en 
y comme -confiant. On le verra clairement en faifant 
Zij 
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t; non paa =o, ni oo , mais, par exemple, = i , ou 
en général — a'. Soit } !lj eitllicient de r ou de a' dans 
la valeur de a i it el! aifé de voir que Y doit encrer 
dans l'intégrale de la quantité donc le numérateur eft 
dy iva. y cof. y'-. Cependant nu ne l'y fait pas entrer 
dan» la folutinn précédente , tt c'eft en cela que cette 
iblution eli fautive. L'erreur tient à ce qu'en faifant 
f= o , ou co, ie coefficient de r en_y, dans la valeur 
de u , difparoit , & impie lie île voir pour un moment 
qu'il n'en elt pas de mime dans les antres valeurs de ». 

iji. Nous allons préfeurcmciit donner quelques 
théorèmes fur l'attriiiVinii des Ij liéruides, qui ne font 
pas elliptiques ; nous fuppoferons d'abord , comme dans 
les Tomes II & III de nos Recherches fur U Sypmc 
du Monde, 'gue ce foient des folides de révolution, 
& que le rayon r de la courbe ovale génératrice foit 
exprimé par 1 -i-s-^A , a. étant une très-petite quan- 
tité , & A (pigle pris depuis l'axe de révolution , 
& compris entre le rayon veâeur r, & cet axe , 
le centre des rayons r étant le fommet de cet angle, 
& placé dans un point de l'axe qui foit à-peu-près le 

ijî- Obfervors d'abord que la fenâûm %A doit 
êire telle, qu'elle ne devienne jamais infinie ni irnagi- 
naiie, tant que A n'eft pas > 180". Mais il n'eÛ pas 
ïbfoluir.ent r.écetfaire que ç A demeure la même en 
fuppofanc A réganf i car le fphéronie éiant formé pat 
la rotation tnueie d'une courbe , ou plutôt d'une .-. nu-i 
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courbt autour de fou ?.>:c, il peut fe faire que les deuï 
parties femblables & égales de cette courbe , placées 
à droite 6t à gauche de l'axe j ne fuient point uiiieS 
par la loi de co!iti.ii;iu! ; c'eli ce fju'on verra fur-tout 
évidemment, s'il s'agit de trouver l'attraction à l'exrrfr- 
min! de l'axe de rotacie!'. , fiijifqu'iilors il fuffira do cher- 
cher l'attraction de la d'::i)i-coiirl'0, & de la multiplier 
par ;5o°. Et fi on cherche dans ce thème fpbéroïde 
l'attraction en un point nirelcono!': du méridien , alors 
Il $A change de valeur en faifant A négatif, il fau- 
dra feulement avoir és;ard dans les calculs à cette cir- 
confiance, Se prendre l'intégrale en ne confidérant ip A 
que comme une quantité qui efl toujours la même des 
deux côtés de l'axe de révolution. Ceci s'éclaircira 
par la fuite encore davantage , & fera même rendu 
encore plus général. 

i[4- Ainfi G/A pourroit être fuppofé tel que non- 
feulement il changeât de ligne en (allant A négatif, 
mais même qu'il devînt imaginaire; parce qu'on n'a 
égard ici qu'à la courbe qui s'étend depuis A = o juf- 
qu'a A= !8o°, & qui ell fuppofée la courbe généra- 
trice du fpbéroïde. 

ift- On pourroit même fuppofer fans inconvénient 
que $ A changeât de valeur , ou mÊme devint imagi- 
naire dans l'étendue des 180 degrés que nous donnons 
à l'angle A; mais alors, pour avoir $A toujours réelle, 
il faudrait regarder la courbe génératrice, coojme com- 
pofée de deux portions différences, qui ne feraient point 



Digitized by Google 



■ 8a SUR L'ATTRACTION 
unies par la loi de continuité , dans l'étendue même 
des 180° dont il s'agit; & on auroit égard à cette 
circonftance dans les calculs ; par exemple, fi ç A con- 
tenoït un terme de cette forme, cof. A', il faudrait, 
lorfquc A cil >po°, mettre cof. 180 — À au lieu de 
cof. A; mais alors, comme nous le verrons plus bas, 
il feroit bon d'employer une méthode particulière pour 
trouver l'attraGion du fphéroïde : méthode qui peut 
même s'étendre au cas où <(A ne feroit exprimé pat 
aucune fonction algébrique ni tranfeendante , mais fe- 
roit uue quantité irréguliere quelconque , qui n'auroit 
d'autre propriété que d'Être la même pour le même 
A , & de ne point donner d'angles finis dans la courbe 
génératrice. 

Peut-être même ne faudroit-il pas exclure de 
la fonction <$A des quantités telles que /cof. A w ~'\ 
f à. b étant confiant; car cette quantité cof. À hv ~' 
eft, comme Ton fait, =//+/BV- 1 , R' & Ji 
étant des quantités réelles ; favoir , B' le fmus , ce A' 
le cofinus d'un angle dont le rayon eft cof. A, & dont 
la valeur eft b log. cof. A. Or il pourroir peut-être 
y avoir d'autres termes qui détmififfent celui-là quant 
à la partie imaginaire. 

1 77- Si pA renferme une fraction , alors il faudra 
que le dénominateur de cette fraction foit tel que jamais 
il ne de^enne =0; car autrement r deviendroit in- 
fini, & noua fuppofons ici que a.qA eft une quantité 
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très-petite. Il ne faut pas infime que a.$A puiiTc jamais 
devenir fore grande , d'où il s'enfuit que le dénomi- 
nateur de tp A , quand il y en a un, ne doit pas être 
une quantité très-petite. 

ij 8. Par conféquent , ii le dénominateur île <p A eâ 
fuppofé , par exemple , at-f £ cof. A-t-y cof. A 1 ■+■ 
J 1 cof. Ai cof. A* &c. comme l'on fait que ce dé- 
nominateur peut fe divifer en facteurs trinômes & réels 
de la forme a'-t- Ç cof. A-i-y cof. A- , il faut que 
chacun de ces fadîeurs ne deviennent jamais ni zéro, 
ni trc:;-petk , tant que cof. A fera téil , c'ell-à-dire, tant 
que cof. A fera entre -+- 1 & — i. Donc (i on fait 
cof. A+y'co(. A' = o, il faut que la valeur 
de cof. A qui en réfultera , foit imaginaire ou beau- 
coup plus grande que l'unité, foit pi>fitive, foit négative. 

îfp. Par conféquent , fi yA eft une fraaion, on 
De repréfonteroit pas fa valeur d'une manière exa&e 
en léduilknt certe fraction en férié, fur-tout fi dans le 
développement de cette férié, il fe trouvoit des puif- 
fances négatives de cof. A , ou de fin. A , car ces puif- 
fances négatives donneraient $A = <x> lorfqtie cof A 
-ou fin. .4 feraient = °, c'ell-à-dire, lorfque A ferok 
1= Sb° , ou 6 , ou i S'o" ; fie donnerait alors r infinie^ 
ce qui en contre l'hypothèfe faite ici , que r diffère 
peu de l'unité. ft 

ifio. Il eft clair encore , i°. que, lorfque ^==0 Se 
A = i8o", doic être =° j P our l 116 ' e fpheroide 
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puiffe être fuppofé rcpréfentcr la figure de la terre ; 
autrement la direction de la pefanteur, qui doit tou- 
jours erre perpendiculaire à la furface du fp lié roi Je , 
furoir cris- dilltrenri; k Iiuil', de l'û.ve & dans les points 
infiniment proches de l'axe ( Voye* Tom. VI, Opufc. 
pag, }44>, art. ij). a". On voit anfli que la courbe 
génératrice du rpliiirvi.ie doit erre une courbe ovale & 
rencvniiti: , ce qui exclut toute valeur de ? qui don- 
neroii un point de rebrou ffcment en quelqu'endrok 
de la courbe génératrice. Ainfi ces deux conditions 
excluent déjà une infinité de valeurs de a/A , pat 
exemple, celles où $A feroic = fin. A" lorfque A eft 
eft infiniment petit, ni étant < I. 

îtfi. Quelle que foit la valeur de t}A, algébrique 
ou tran (tendance , & quelque forme qu'on lui fup- 
pofé, (laquelle valeur doit ici Être = o lorfque A — o, 
puifque la première valeur de t eft fuppofée = 1 ) , on 
peut toujours, comme l'on fait, exprimer tfA d'une 
manière très-exatïe , en développant cette valeur par les 
méthodes ordinaires, lorfque A eft infiniment petit, 
par une fuite de puiflances de fin. A , ou même de 
A, qui ne diffère point alors de fin. A, & celle de 
ces puilTances , lin. A" , dont l'ejrpofant eft le moindre , 
'donne, comme l'on fait encore, la vraie valeur de r, les 
autres puiflances devant être négligées ; or fi cette puif- 
fanceelt telle que mfoit au-dciïous'de l'unité, lefphéroïde 

de peut être en équilibre, puifqu'il eft clair que — r ne 
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■feïoir pas =o, lorfque A — o, mais infini. Donc t'A 
ne fauroit être tel, qu'en !e développant en férié ,1e 
premier terme fin. A' ait un expofant fTa&ionnaire>i. 
A plus forte raifon, m ne peut-il Être négatif ; ce qui 
d'ailleurs, en faifant A = 0, donnétoit $A = <X, Se 
.non pas = o, comme il le doit Être alors. 

rtfa. Par la même raifon, fi on fait -^ = 180°, il 
faudra que la valeur de ~ foit 1= o pour cette va- 
leur de A. Et en générai toutes les valeurs de <p A 
qui ne donneront pas dyA^o lorfque A fera =0, 
ou 180 0 , devront Être rejettées. 

ifi;. Pour qu'il n'y ait pas, dans la courbe gêné- 
rattice, de point d'inflexion, il faut que les ouvertures 
des angles des petits côtés de la courbe foient toutes 
tournées vers le'centre des rayons r, qu'on fuppofe 
placé au-dedata^de la courbe ; donc les perpendicu- 
laires à la coifroe doivent être convergentes au-dedans 
de la courbe; d'où il ell aifé de voir que la fomme 
des deux angles ~~j—^-dA doit être plus grande 
que l'angle fuïvant ■ & que par confé- 

quent .^^*' i4 - — 2^ ^°$ être <dA; donc 

doit être <dA. Or c'eft en effet ce 

qui a lieu (a étant fuppofé très-petit) tant que d($A)tc 
ddqA n'ell pas =00. Donc y À doit être tel, que d$A 
' Op. Mat. Tout. VU. Aa ■ 
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ScddifA ne foit nulle parc = 00, quelque valeur qu'on 
donne à A, depuis o fufqu'à 180 degrés; la chofe 
eft affez claire par elle-même pour dçA, puifque fi 
d^Aétoit quelque part infinie, — feroit infini, ce 
qui ne fe peut, la courbe étant TuppoKa ovate, ren- 
trante, & peu différente du cercle; mais on -voit de 
plus ici que ddçA doit aufii avoir la même propriété, 
itf-j. Par exemple, fi la valeur de n/A, en fuppo- 
iânt A infiniment petit (ou = 180° à un infiniment 
petit près ) , eft lin. A", ou A" , m étant < 3 , il efl clair 
que ddr ou dd$A fera =00 lorfque A = o, Ou 180% 
ôr. qu'ainfi $A ne peut avoir une telle valeur. C'eft ce 
que nous prouverons auffi plus bas d'une autre manière. 

1 Sj- La courbe génératrice du fphéroide devant Être 
concave dam toute fon étendue , on peut fuppofer 
l'origine des r placée de telle fori^ que , lorfque 
A = 90°f on ait i//=o; il fuffira pour cela que cof. A 
fe trouve par-tout à une puiffance pofitive dans la dif- 
férentielle de <p A. 

166. Or lï dans cette hypothèfe la valeur de <( A 
eft telle, qu'en faifant A'— 180 0 — A la valeur de 
$(»8o° — A) foit confiamment plus grande ou plus 
petite que ç A, il eft aifé de voir que le point qui ré- 
pond à A — 9o°, fera tiré parallèlement à l'ase avec 
plus de force d'un côté de l'équateur que de l'autre, 
(j'appelle ici equmsur le plan paffant par le centre des 
r, Ûc perpendiculaire à l'axe); par confëquent l'attrac- 
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don en ce point ne fera pas perpendiculaire au fphé- 
roide, comme elle le doit être à caufe de dr=o 
{fyp.) lorfque A=9o", & l'équilibre feroit impofUble. 

167. Ainfi, fi onavoit, par eiemple, $A = E-t~ 
£ cof. A-t-CcoC. JH+Deot. A' &c.B,C, D, &c. 
étant tout de même ligne , ( & de plus £ étant = — 
S — C — D , afin que r=* 1 lorfque A = o), ii elt 
clair que l'équilibre feroit impoffible, parce que les deux 
angles A' & A, également éloignés de po°, donneraient 
conftammenc r plus grand d'un côté que de l'autre. 

1<T8. Il en feroit de même fi faifant partir du 
centre les abfciffes x dans la courbe génératrice, fie 
fuppofant dans cette même courbe des ordonnées y 
parallèles à l'axe , les y étoient conftamment plus 
grandes d'un côté que de l'autre; car alors il efl clair, 
en faifant tourner ces y autour de l'axe , que dans 
Chaque pofition une des y exercerait parallèlement à! 
l'aire une attraâîon plus forte à l'équateur, que l'autre 
yi fle qu'ainfi t'attradlion à l'équateur ne pourrait Être 
perpendiculaire au fphérolde, comme eUe le doit être 
pour 1'équffibre. 

itfo. En général, fi dans cette hypothefe de — = ° 
à l'équateur, les deux parties de la courbe génératrice 
au-deflus & au-defibus du plan de l'équateur, font 
égaie» & femblables , Bc qu'en fuppolant toujours 
dr — o à l'équateur & aux deux pôles, on trace à 
volonté-, foil au-deffus, ibit au-deffous du plan de 
Aaij 
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l'dquatcur, au lieu de la partie rapérieure ou inférieure 
de la courbe génératrice , une sucre courue qui foie 
tome au-dehors ou route au-dedans de la courbe gé- 1 
nératrice, il eft vilible que l'attraflion parallèle à l'axe 
dans le fphéroide formé par cette nouvelle courbe,', 
ne fera pas nulle à l'Equateur, & qu'ainfi il ne pourra 
y avoir d'équilibre. 

170. On voit par-la combien il eft de figures, même, 
ovales & peu différentes d'un cercle, qui ne peuvent 
former un fphéroide, dont les parties fuient en équi-, 
libre. 

171. Voyons maintenant fi nous ne pourrions pas 
trouver encore de nouvelles conditions pour la valeur 
de %A, Se fervons-nous pour cela de la méthode que 

miner d'autres loix de la nature, par exemple, celle du 
rapport des finus de réfrattion dans le paflâge des corps 
fclides fphéraïdes d'un milieu réfiftanc dans un autre; 
cette méthode confine à examiner ce qui arrive lors- 
qu'on confidere un état, où la loi qu'on cherche, quelle 
qu'elle foie, commence à fe manifefter infiniment peu. 
L'avantage de cette méthode, qu'on peut employer en 
bien d'autres c;s, iorfific , er. ce que la (crie qui exprime 
la loi c,u'on cherche , eft alors très- convergente , parce 
que Tes ternie; f:)iit fnrinéî de* rj;l;'ir.ces crotffantcs 
d'une quantité itilinimer.t petite , Ô< qu'on peut rnïme 
alors négliger touj fea termes, excepté le premier, 
ou du moins tous les troncs qui contiendraient des 
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puiffances plus élevées, que celles dont on a befoin 
pour l'objet qu'on fe propofe de prouver. 

173. Nous allons donc coniïdérer ici l'attraction 
d'ans un point infiniment proche dû pôle , parce qu'au 
pôle l'attraction horifon taie n'a pas lieu, que par con- 
séquent elle commence à fe manifefter infiniment pris 
du pôle, & qu'il en efl de même de la variation de 
1'attraclion verticale. 

17;. Soit P le pôle du fphéroïde (Fig. if), l'arc 
ou angle PQ=t-, l'angle OQR = q, & l'arc QR=p, 
il n'eft pas difficile de voir que cor. P R , ou cof. A = 
cof. p cof, S 1 — fin. p fin. t~ cof. q ; que l'élément de 
l'a£tra£tion perpendiculaire à CQ fera . ^'^ - Il i- x 

î'/l — 

*-t{ A) ; & que cette attraction (ëtoit nulle, au pçàntj 

174. Suppofons maintenant que £ foit infiniment 
petit, il efl aïfé devoir que yA, ou tfPR deviendra 
( en négligeant les quantités infininient petites du fé- 
cond ordre fin. ) ç (p, q) -+- fin. ^ •? [p, q) , & que 
l'attraction horifonrale au point Q, c'eft-àdire, l'attrac- 
tion perpendiculaire à CQ, fera proportionnelle à B 
fin J 1 , fi étant une confiante qui dépend de la valeur 
de -¥<,q,p) après l'intégration totale:' 11 

17'f. Cette atrrafllon eft à l'attraaion verticale fui- 
vant QC(qu'on peut fuppofer cimftante, parce qu'elle 
l'eft à très-peu près ) , comme C fin.' ^ eft à i , C étant 
encore une confiante. 
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\-jS. Or 11 faut pour l'iiqiiilibre , que le rapport des 

deux attractions foit = — j— t ou — jj - ■ Donc fi 
if A eft telle, qu'en faifant A infiniment petit, elle fe 
riduife à une quantité de cette forme, £ fin. A', m 
écant un nombre fractionnaire quelconque plus grand 
que pniîé, niais plus petit que 2, (car nous avons 
déjà exclu les cas où m eft < i ) , il eft impoŒble alors 
que le rapport des deux attraÊlïons foit égal à — - - - , 
puifque ce rapport ferait =Eni fin. , 8c que 
lin. ne peut erre fuppofé = fin. ^, m étant {hyp.) 

177. Et fi dans l'article 174 B étoit=o, comme 
les autres termes négliges dans l'expreffion de l'attrac- 
tion horifontale, feroient de la forme H fin. J^', p 
étant > que l'unité, alors, le terme Em fin. f" ne 
pouvant Être détruit par aucun autre, il eft clair que 
l'équilibre ferait encore impoiïible. 

1 78. Si en faifant A = 1 80° , le rayon eft exprimé 
par A'-hB' fin. a™ comme il le doit Être en effet, 
& que k nombre ni foir encore plus petit que 2, l'équi- 
libre eft encore impofiible, par les mêmes raïfons. 

175. Il en feroit de môme 11 t/A étoit telle, qu'en 
faiiant^=oo 0 ,. ou cof. yJ = o, &: fuppofant rfr = 0 
lorfque A=$a c , la valeur de <fA devenait alors 
cof. A", m étant un nombre plus petit que 2. En effet, 
quoique la valeur de A, compté^ depuis J'équateur, 
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ne Ibit paa Amplement açA, mais *^Attff t j> 
étant l'angle variable de cliaque vertical arec l'équa- 
teur, il eft néanmoins aiK de voir que, fi on prend, 
k compter de l'équateur, un arc infiniment périt 
Comme on l'a pris dans l'art, précédent «n partant du 
pôle , l'attraction horifontale à l'extrémité de cet arc», 
fera proportionnelle, comme dans fart, précédent, à 
B' fin. j 1 , & que le rapport de cette attraction à la 
pefanteur, fera C fin. I, C & B'^érant dee confiantes. 
Or le rapport de dr à il en ce point eft éndermnetit 
celui de B< (( fin. )™ à il, c'eft-à-dire, *»fin.J^-'. 
Donc, êcc. 

180. Ce n'eft pas tout; âc l'on peut prouver que h 
valeur de <fA, lorfque A eft infiniment petit, né fau- . 
roit Être fin. A", m étant une fraction quelconque. En 
effet , (i en fuppofam A infiniment petit , la valeur de 
a$A (qui renferme alors, comme l'on fait, une fuite 
de puilfances de A, ou (in. A) renferme dans cette 
fuite un feul terme à expo.fant fra£tionnaire ITm. A", 
m étant une fraction, on peut prouver par la mÊmé 
méthode, que l'équilibre eft impofTible. Car il y aura 
néceifairement dans la valeur de un terme l fin. 
A"~' qui aura un expofant fractionnaire. Or il eft aifé 
de voir, en fuivant le procédé cl-defius, que la valeur 
de l'attraction horifontale, lorfque 1 eft infiniment petit, 
ne peut Êrre compofée que d'une fuite de termes 
Afa. l~hBùn. S* + C Rn. t<l, &c où fin. I n'eft 
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élevé qu'à des pnUTances entières , et que l'attraction 
verticale fera de rofme E-t-F fin. J^-r-G fin, J",&c. 
Donc le rapport de ces deux attractions ne renfermera 
jamais que des puiflances entières de fin. Donc , &c. 

1B1. On verra de même, St par toutes les raifons 
expofées ci-delfiis , que l'équilibre eft impollible, fi en 
faifant A infiniment peu différent de 50°, la valeur 
du rayon elt = i-i-B' cof. A'+C cof. A', fine. 6t 
qu'il y ait un feul des expofans p, 3, &.c. qui foit 
fraflionnaire. 

18a. On pourroit objecter ici, que dans l'expref- 
fion de fairraûion horifumale fit verticale , nous n'avons 
point d'égard à certains termes où il pourroit entrer 
des pu. (Tances fractionnaires de lin. A; par exemple, 
il eft certain ( Tom. II ôt III de nos Kecherchci Jur 
h Syjllme du Muait) que Tarif action verticale doit 
«"fermer un renne de cette forme, ( t-i-aîf.ï 6c 
çS~ pourroit en ce cas contenir des puiffar.ee* fiatlion- 
naires de fin. f. Mais il faut obferver, que dans la 
comparaifon ou le rapport de l'attraction horifontale 
à la^verticale, ces termes renfermeroient le quarri! de 
a ou des puiflances plus élevées de a. ; & on peut fup- 
pofer t Ci petit , que fon quarré a' & les puiiïances 
plus élevées foieut d'un ordre d'infiniment petit , moin- 
dre que a fin. A m , m étant un nombre entier tel qu'on 
voudra. Ainfi la dé ni oiilî ration précédente aura toujours 
lieu dans ce cas; or il efl aifé de conclure delà qu'elle 
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aura lieu même dans les cas où a ne ferait pas auflï 
petit qu'on vient de le fupporer. Car fi l'équilibre 
étoit pofiible , en ne fuppofantt pas a aulli petit que 
nouB venons de faire, 6c en donnant à $A une va- 
leur qui renfermât des puiflances fra&ionnaires de- 
fin. A ou cof. A, il eft clair que l'équilibre aurait 
lieu encore en fuppofant a. fi patit qu'on voudrait, 
puifque a difparoit dans h - comparai fou "du rapport 
des deux attrapions à la quantité ^ ; cette quan- 
tité cl fe trouvant également dans l'ù* 6c dans l'autre. 

Donc, &c. 

18;. Donc en général fA ne peut être exprimé 
que par une fuite, qui foitde cetre forme A fin. ^*-+- 
B fin. At-t-Cùa. A*, &c. lorfque A = o, ou 180% 
fie qui foit de la forme A' cof. A'-i-B' cof. Ai-*; 
Ccof.A*, Ôcc. lorfque A — so". 

1B4. On peut conlîdérer de plus que dans le dé- 
veloppement de ia quantité ç(cof./> cof. I 1 — fin. p 
fin. S* cof. q), pour fexpreffion de l'attra&ion hori- 

fontale , fi on met pour cof. S 1 fa valeur 1 ' ■ —. 

~ , &c. tous les termes où cof. q elt élevé à une 
puiflance paire, doivent s'en aller, parce que ces termes 
feront encore multipliés par — '"' p c °' r ? , & au- 
ront par conféquent zéro pour intégrale, à caufe de 
Op. Mat. Tom. VU. B b 
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h pui liante ^ipaire de cof. tj < Voye* Toxe V, Opuf- 



eof. q, & par cor-.f 
[.'levées à une puifln-' 



- dans le, . t- ti ■ de çJ", que des 



Donc lorfque ^ cft infiniment petit, ou ir.fi ni ment 
peu diffiltem de ifio", la valeur de ç A doit eue 
H lin. -4'-l-C fin. ^"t-D lin. A', &c. & par la 
roeme raifon encore , on trouvera que la valeur dû 
$A, lorfque A = ^ , a très-peu près, fie doit con- 
tenir que des ^jannnît de cette forme , b cof. A' ■+- 
r cof. /*'•+- 1 cof. ^' , &.C. 

t8j. Ou peut reci>nn»i:re aifement les tas où la va- 
leur du rayon renfermera, lorfque A = a, ou po° à 
peu-près, des fin. A" & cof. A', dans lefquels m fle 
p feront fraflionnaires. Car il eft vifible qu'alors il y 
auroit quelque différentielle de r, favoir celle d'un, 
ordre ><n, qui feroit infinie, lorfque A = o , ou 180 . 
Donc fi , en diflërentiant fucceflivement r, & faifant 
dA confiant, il fe trouve une différentielle infinie, 
lorfque A=o, ou 180 0 , il ell clair que l'équilibre 
eft impoflible. 
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i8h5. Il en fera de mCme pour cof. A' ; c'eft-à-iiiri; , 
que ii , en faifant A=$o° , on différencie fucceffive- 
ment r, 6c qu'il y ait une valeur infinie pour quelqu'une 
des différentielles <t*r du rayon r, l'équilibre fer»im- 
poffible. 

187. Il faut pourtant remarquer que la valeur de 
d™r pourrait encore être infinie, quand infime il n'y au- 
rait pas d'expofans fra&ionnaires. C'eft ce qui arrivera, 
par exemple,, en fuppofant que $(fin. A) renferme, 
lorfque A=ç>, ou 180°, ou. 50°, des puiffances en- 
tières négatives , de fin. A , ou cof. A , mais alors dy 
même feroient infinis, ce qui ne fe peut, Ainfi 

ce cas ne met aucune reflrittion réelle à la démons- 
tration précédente. » ' 
. 188. Nous avons confidéré jufqu'à préfent l'équilibre 
du fluide, indépendamment de la force centrifuge, £c 
en fuppofant le fphéroide en repos. Si on a préfente- 
ment égard à cette force centrifuge, il fera facile de 
voir, en revenant fur les propositions précédentes, 
qu'elles peuvent être encore appliquées à ce cas ; 6t 
qu'ainfi la fonûion <çA devra, pour l'équilibre, avoir 
la forme indiquée dans les articles précède ns. 

189. Il y aura feulement cette différence, que fi Je 
fluide ae tourne pas autour de fon axe, fie qu'il y 
aie en ce cas queique figure propre à l'équilibre, 
alors ( en fuppofant a. infiniment petit) ou pourra 
donner à a telle valeur infiniment petite qu'on 
voudra, parce que cette quantité a, comme noua. 
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l'avons vu plus haut (art. 183) difparoît de l'équation ; 
de forte que le fphéroide pourra {dans le cas fuppofé) 
avoir une infinité de ligures , toutes très-peu différentes 
d'une fphere , & toutes propres à l'équilibre, quoique 
toutes pulfient tire d'ailleurs alfujetties à la même loi, 
flc ne différer que par la valeur de t. Au lieu que lî 
l'on » égard à la force centrifuge , ii y aura par la 
lariou entre/ '& a. Mais 
il n'en fera pas moins vrai qu'on peut fuppofer/^ & 
par confisquent a fi petits que dans l'équation de l'équi- 
libre, ou pourra négliger, comme a fait ci-deflus, 
art. 18a , les puiflances de / et de a; d'où l'on con- 
clura, comme dans ce môme art. 183, que les théo- 
rèmes démontrés, art. 182, pour le cas où j=o, & 
appliqués ici au cas où y & a font fwppofés excelïïve- 
ment petits, auront lieu lors même que/fjc a. ne fe- 
ront plus d'une exceilive petiteffe. 

190. La confidératioti de la rotation du fluide, fie 
par conféquent de la force centrifuge , donne lieu de 
plus à quelques remarques particulières. 

îpi. Nous venons de prouver ( art. 184.) quelorfque 
fin. A eîl très petit ,* la puiflance la moins élevée de 
pd doit Être lin. A', ou fin. A*, ou, fitc. fuivant 
les puilfances paires. On peut obferver de plus que , iî 
le fphéroïde tourne fur fon axe, le terme fin. A 1 doit 
néceflai rement s'y trouver. Car il eft ciair que la force 
centrifuge produifant dans la force horifontale un terme 
de cette forme, R cof. A fin. A, il faut ndceflaire- 



Digilizad by Google 



DES SPHÉROÏDES. , 97 
ment qu'il fe trouve dans l'expreffion de ç A un terme 
de la forme fin. A 1 , ou cof, A-, fans quoi l'équilibre 
eft impoflible. 

192. On prouvera de même, & par les mêmes rai- 
fons , que îe ternie cof, A 1 doit néceffai renient fe 
trouver dans l'expreffion de ç A , ' lorfque A eft 
=50°. 

iSj. Dans la théorie précédente fur la valeur de 
ipA, on évite, comme il a déjà été remarqué pius 
haut {art. 171J, les inconvénient de la méthode des 
faites , dont l'ufage paroit dangereux , lorfque les fuites 
peuvent devenir divergentes. Ici on fuppofe J* infini- 
ment petit, de forte que les fuites font toujours très- 
convergentes , & peuvent même être fuppofées auffi 
convergentes qu'on voudra , en prenant aufii petit 
qu'il fera nécefiaire pour cet effet. 

154. M. de la Place a remarqué dans les Mém. de 
l'Acad. de 1773 , Tom. H, que fi un fphéroïde, très- 
peu différent d'une fpjiere, a h figure nécefiaire pour 
être en équilibre , il y fera encore en y ajoutant les 
termes a cof. -4 [ -t-i cof. A-i-c, c'eft une fuite évidente 
de notre théorie générale fur ce même objet , Tom. V 
de nos Opufcules. Car nous avons fait voir , page 24. 
de ce Tome V, que l'addition du tenue b cof. A ne 
changeok pas la figure du fphéroïde; il en eft de même 
du terme c , qui ne change rien à l'attraction horifon- 
rale; 6c quant au terme a cof. é>, il fera évidemment 
détruit en donnant à k* force centrifuge une valeur 
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convenable ; comme nous l'avoua aufli fait voir dans 
l'endroit cité. 

ipf. Si au lieu de prendre pour indéterminées dans 
Texpreflîon de la valeur del'attraflion, les angles OQR 
&RCQ, comme on a fait, art. 173, on eût pris les angles - 
RCP & OPR , & qu'on eût fait P R = 1 , & l'angle QPR, 
H, on auroit trouvé l'élément de l'attraction liorifontale 
ï=*ad%$\x d* fin. \ x - gjj^- M; & celui de l'attrac- 
tion verticale *dyç\ xix fin. Or il eft aïfé 
de voir que CAf ou le cofinus de l'angle itCAf eft 
cof. ^ cof. <t»-t- fin. ç fin. ,T cof. r, on a de plus QR = 
v-(2.eA/)=.vT_ï(i— CM)-\;SaRMaù le fin us de 
l'angle R CM, eft égal, comme il eft encore aifc de le 
voir , à lin. 1 cof. » x cof. — cof. ^ fin. J 1 ; il faudra 
de plus , comme nous l'avons remarqué dans nos Re- 
che/çhes far le SyflSme du Monde , Tom. II, pag. 17s 
Se 377 ( & Tom. in, pag. ips et 250, ajouter à la 
quantité ci-deffus, ddja trouvée pour l' attraction ver- 
ticale, la quantité — ( 1 -Haç J>) , qui exprime l'at- 
tratlion de la fphere dont le rayon eft CQ , î* étant 
le rapport de la circonférence au rayon , & en re- 
trancher la quantité s^rx*^, égale à l'intégrale de 
»ff*x r"'*?*' , multipliée par ï5o°; mainte- 

.■(a) On prmd id if AJ B ™ r projAi™ fut W piin ^L'O. 
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on dirGrenue la quantité 
. * V — - — en ne faifant varier 



que J 1 , Bc qu'on divife cette différence par dS', on 
trouvera précifément la moitié de l'attraction horifon- 
tale , comme il eft aïfé de le voir. De-là on tire par 
un calcul fort (impie les théorèmes de M. de la Place, 
que. cet Académicien a démontrés par une favante ana- 
lyfe'dans le fécond Volume des Mém. de 1772, page 
J4; & fuïv. w 

Si au lieu de <p Ïj> <"> avo ' c $(î> ") j dors te 
Iphéroïde ne feroit pas un folide de révolution, & Il 
faudroit (Tom. VI de nos Opufc. pag. 1S2 & fuiv. ) 
avoir égard , pour l'équilibre , à l'attrafliAi perpendi- 
culaire au plan OQPC , qui n'eft pas alors la même 
des deux côtés du plan. Or l'attraction perpendiculaire 

au plan OQPC fera a.d^ixd« lin. ï x 

11 on fuppofe un méridien qui fafle avec le méridien 
P Q O un angle infiniment petit du, il faudra pour 
l'équilibre , comme on le peut voir aifément, que cette 
attraction foit à l'attraction verticale — comme da x 
^ à J>a x fin. J>; d'où l'on voit que l'attrac- 
tion dont il s'agit, multipliée par lin. f doit être = 
— x — ft '"' ■ Or Cl on dirTérentie l'attraction verti- 
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cale en faifiuit feulement: varier l'angle J 1 de la quan- 
tité in fi ni m eut petite du, & en divifant par dJ< , on 
trouvera une quantltd i?j;ale à la ijioitié de l'attraction 
perpendiculaire au plan OQPC, comme il eft très- 
facile de le voir. Delà on peut tirer aifément pour les 
rplieroides qui ne font pus de révolution , de nouveaux 
théorèmes , analogues à cens des Mém. de i 772 , déjà 
cités. On verraj par exemple, que II le l| ■heroide eli. 
en équilibre, & que l'anyle i- demeure cuilfUnc pen- 
dant que l'angle n varie , l'ateraclion verticale Ou la 
pefanteur fera la Jnême ; & qu'à différentes latitudes / 
la longirudc refiant la même ou non, la différence de 
la pefanteur, à compter de l'équateur ou du pôle, fera 
comme le amarré du linus, ou du colinus de latitude. 

157. De plus, comme la nature des fonctions çç, 
') n'entre en aucune manière dans les opérations 
que nous venons de faire pour la différen dation de 
l'attraftion verticale., il elt aifé de voir que ces théorè- 
mes auront lieu quanti néme t r, et 9 (j, de ferr>;ent 
pu des fou'.im. ai-cl .-iqi:es , tvmIs des ■ ji u.tét qucl- 
copqi ci irrij>ui:ercs, ':ui diTcu-aucr.t lei.lcrer.: Ict 
n-.6rr.et, quand f 6t r dericureroieur les mêmes. 

lofi. De ces théorèmes il reluire évidemment que 
le double de la dirRreon de r-. . - à I'emCtr-iré 
de deu* rayui:s qtekonques , :-u.lnpL<. : s pir le ravo:t 
1 , dl éf.al, foii qu'il y j.: éruilibre c j iu:n, i U fo.r.rne. 
des forces ta ngenti elles qui agiifent fur l'arc compris 
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ip}. Or 0,1 fait par la théorie de l'ilydroftatique , 
que la Comme de ces forces eil égale à la différence 
de poids des deux rayons, foit qu'il y ait équilibre 

ïoo. Donc le double de la différence de pefhnteut, 
a l'extrémité de deux rayons quelconques , multiplié 
par le rayon 1 {qui ell le demi-axe), efi égal, folt 
qu'il y ait équilibre ou non, à la différence de poids 
total des deux rayons. 

201. Dans ces théorÊmes, comme nous fuppofbns 
que lu ri nids peut 11 Ocre p;is ci- LCLiiiibrc , & que far 
cnnitq'jern il peu; é;r£ en n!:i-;vcmei'.: , nous n'avons 
d'égard qu'aux forcer ( verticale ou liorifoncale ) qui 
viennent de l'at:radio:i dus parties , & nous faifons 
abftraiUon de celles qui pourroient venir du mouve- 
ment de ces mêmes parries. : . . 

202. On peut trouver facilement ce que la confia 
dc:\i:i<)'! de h f>:ve coitr-iii^e doit ajouter de modi- 
fication' à ce théorème; ainli on verra que le double 
de h d:fi('r;:ice de? poids — -f fin, J 11 ell Égal à la 
iowv.wù dj* f.irce;; tj: i ;■ c: elles , c'c.'î-i-dire, à la diïit- 
rence de poids des deux rayons. Car foit qu'il y ait » 

pas autour de fon axe , la foraine des forces taogentielles 
réfubautes de l'artraition & de la force cenirifu.'C, 
efl toujours égale, comme I'oei fait, à la diili.irs:ice 
de poids des rayons „ rtfiiltante auiîi de l'attraction Ôc 
.de la fytee centrifuge. 

Op. Mat. Tum. Fil. C c 
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20;. On peut obfervcr ici que la méthode de l'ar- 
ticle is-f elt bien moins commode, & fur-rout moins 
facile que celle de l'article 17J , pour trouver l'attrac- 
tion du fphéroide ; mais qu'en même-temps cette 
méthode de l'art. 13$ donne avec une extrême faci- 
litii les [liLijrimed q lj! viennent d'êrre démontrés, au 
lieu que les autres méthodes , Se en particulier ceiie 
de l'art. 173 , ne donneraient ces mêmes théorèmes 
que par des calculs a/Te/, compliques. D'où l'on voie 
combien il efl utile d'employer & d'elfayer dans cette 
ttiéni ic du.'; mérhodes différences, puifque ces diffë- 
rentts méthodes ont les unes fur les autres des avan- 
tages réciproques, félon ce qu'on fepropofe de trouver. 

204. On peut aulli démontrer, en employant la 
méthode de l'art. 194., les théorèmes donnés ci-defiiiî 
(art. îSj & fuiv.) fur les valeurs de qiA néceflaire» 
à l'équilibre, lorfque. (in. A ou cof. A font infiniment 
petits ; & le réfultar fera le même. 

soj. Cette manière de démontrer les théorèmes 
dont il s'agit, auroit même l'avantage de n'exiger au- 
cune opération fur ia quantité ou fanSion indéterminée 
ç ((), eu f<::tc q.j'j ;es rhéi-:en;c* fer<ir.t vra , :;iicilc 
que fuit ee'te tocûion. Or on fait daJIIei.rs que fl 
cette fonAton ef! celle qui convient a un Iphéroïdc 
elliptique homogène, ce fpheroïde fera en éqjihbre, 
t;> ayant égard a la force cestrifuge , & on peut 
prutivc: aifémer.t que l'arrrathoii horifontale dans le 
fj liéri.i.-.e dont il b'agit, feroic corapoféc de terme» 
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H, fia, A+Ctin. Ai+DÛn.A>, lorfque Un, A fo- 
rait infiniment petit; d'où reTuke une nouvelle con- 
firmation de nos théorèmes fur la forme de 9 A né- 
cefiaîre pour maintenir l'équilibre. 

sotf. On peut aufii démontrer par ies mCmes mé- 
thodes , que li au lieu de <siA 1 on avoit $(;;, B ), il 
faudrait, lorfque » eft très-petit, que r(n fût de la forme 
a fin. n'-H-i fin. &c. 

207. La force centrifuge étant fuppofde /à la dif- 
tance i , la partie de cette force perpendiculaire au 
rayon r fera exactement fr fin. A cof. A , 6c la partie 
qui eft dans la direction du rayon r, fera fr fin. A'; 
de forte que fi on nomme F la force horifontde , ou 
perpendiculaire au rayon , & F 1 la force verticale di- 
rigée fuivant le rayon , on aura exactement 6c rigou- 
reufement la proportion F=/r fin. Acaï.A ; f— 
fr fin. A' : : dr-.rdA; & comme F 6c F ne -con- 
tieunent que a, A avec des confiantes, il eft clair 
qu'on aura une équation, dans laquelle tous les termes 
OÙ fin. A fe trouve élevé à la même puîlTance , 
feront fdparément égaux à zéro, & dans laquelle de 
plus f ne fe trouvera qu'au premier degré 1 à tous les 

208. Donc en fuppofant chacuij de ces termes égaux 
à zéro , ce qui donne autant d'équations , dont cha- 
cune renferme tous les termes où lin. A eft élevé à la 
même puifîance, on tirera de ces équations une valeur 
ie/en a, & cette valeur devra être la même pour 
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2 o4 SUR L'ATTRACTION 

chaque équ^tliin , dans l'hypaihcfe que le fluide puifte 
être en équilibre. ' 

soj. On fait diija que cette équation aura lieu ri- 
gou reniement i ! ;i : i s le f|ihJi'c>ïdo elliptique , fie que 
l'équation pour l'équilibre du fpliétoide elliptique, avec 
force centrifuge , fera (Tom. V, Opufi. pag. 37 ) don- 
née par la proportion- ^r-f- 1 + 1 :{ 1 +«)*» 

en prenant / pour la force centrifuge à la diftaftee 1 , 
& non pas rigoureufement pour la force centrifuge 
fous l'Ajusteur j à la diftance 1 -t-a; ou plutôt pour 

!e rapport de cette force centrifuge à l'attraction — 
d'une fphere du rayon [. 

sro. Ainit dans l'équation générale de l'équilibre, 
où 3 n'y a d'indéterminées que / & s.,- on eft déjà 
fur que la valeur di /tirée de l'équation précéJente 
pour l'elliplê, làtisferoît à cette équation générale. 

pour la valeur de r une <:u antité do cette furme : 1 -H 
•t(A' fin. A'-+- B' fin. A'-hC fin. A 6 , &e.) lorfque 
À eft fuppofé très-petit, & l'on peut m£me, pour plus 
de (implicite, fuppofet A'= 1 , en forte que r = H- 
a(On.À'^- B' Cm. 4*-t-C.fin. A', Etc.) 

21 2. Donc fi les coefficiens B' , C , firc. ont la va- 
leur qui détermine le fpbcroidt: elliptique, l'équatum 
entre j. & a aura lieu ■ & par conféquent il y aura une. 
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DES SPHÉROÏDES. 2 0î 
valeur de B", C , 6cc. qui fera celle qui convient à 
cefphéroïde. . - 

2 1 j. Mais y aura-t-il d'autres valants de B' , C, &c. 
qui f-LLt'jilent à l'équilibre, & qui donnent une autre^ 
équation cuttey Se a que celle qui appartient au fphé- 
roide elliptique. C'efl ce qu'il parait difficile de croire , 
d' au tan e que la valeur linéaire de / en a, tirée de chaque 
terne éi'alé à zéro , doit £tre la mcme dans chacune 
de ces équations , & que ces équations étant en nombre 
infini, & ne pouvant différer entr'clles que pat la va- 
leur des coefliciens B, C, &c, il paraît difficile que 
p.lufieurs valeurs de / en a puifieiit y fatisfaire. Ceci 
n'eft au refte qu'une limple coupure, qui r.iJriicrcit 
un plus profond examen. 

214. Si on fait r=i+-(A' + B'k+Ck} + D'fo)i 
k étant le cofmus de A , ( Tom. III , Opufc. pag. 1 So 
& 181), nous avons fait voir qu'en fuppofant un noyau 
fpJiL : riqi:e de la deulité }, & abftraétion faite de la 
force centrifuge, D peut £tre tout ce qu'on voudra; 
& qu'uni! dans cette hypothèle il y aura équilibre-] 
qiiul'liiu ligure qu'on donne au fpheroïde, pourvu que 
cette figure, diffère peu d'une fphere. 

si;. On peut voir aifément , par la même raifon , 
que fir-i+l À'Jin. -rf'-t- BTia. A»-*- Q fin. A', &c.) 
il y aura un rapport de. denfité eiitre lu noyau & le 
fiuidc, qui donnera toutes fortes de iiyurcs d'équilibre. 

2ï5. Lotfque B'=o, fit C = o/&c., c'efl-à-dire, 
Iorfquc le fphéroide eft à très-peu près elliptique, fi 
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aaS SUR L'ATTRACTION 
le rapport du noyau au duide , n'eft pas tel qu'il le 
faut pour que l'on ait toutes fortes de figures d'équi- 
libre, on peut y iStablir l'équilibre par Je moyen de 
0in force centrifuge; nous l'avons fait voir ailleurs, 
; Rechircltts frr le Syftéme du Moule, Ton». III, p*gc 

ai7. Il n't'i cf: p.iï île mei-:c pour les autre* tsrmea 
^{L A', C Sa. A' , 8CC 11 la deufité du noyau n'efl 
fa celle qu'il le fau: pouf la condition requife à l'équi- 
libre , on ue peut > fuppléci pal La force centrifuge;, 
paire que terre SjrnQ :ie ojn:ic pas, au moins dam 
la première 3; \ .ru»îr.iarir.:i , ce terme qui pjiffe dé- 
truire ceui qui viennent de fi & de C' , Ôu. 

2i«. J'ai tait voir (Tome V, Opuje. pig. 17/ 'i"C 
fi le fluide a un noyau fpbérique au centre, la figure 
requife pour l'équilibre ne fauroît Être rigoureufemenc 
elliptique. Elle le fera feulement à-peu- près , fi la force 
centrifuge eil fuppofée très-peti*e par rapport à la pe- 

31$. Mais on peut demander lî dans ce cas il y 
aura rigoureufement une figure polTible dt---:-;-.! ; 
Ceft ce qu'il ne paroît pas facile de prouver ; cepen- 
dant cette poflibilité paraît alTez vraifemblable ; Se 
dans ce cas il y auroir une figure non rigoureufe- 
ment, mais à très- peu-près elliptique, 6c peu diffé- 
rente du cercle, qui donneroit l'équilibre rigoureux, 

3lo, Dans cettfe fuppofition , nous avons fait voir 
que, li le rapport des dénotes du noyau & du fluide, 
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DES SPHÉROÏDES. 207 
cil =f, le fluide, fuppofé en repos, pourra avoir 
telle ligure qu'on voudra , pourvu qu'elle foit à-peui 
près elliptique &■ peu différente du cercle. 

32i. Il paroîtroit donc que, pour avoir l'équi- 
libre rigoureux , il fuffiroit de faire à cette figure un 
changement infiniment petit du fécond ordre, c'eft-à- 
dire, de l'ordre**-, comme nous l'avons déjà obfervé, 
Tom. VI, Opufc. pag. 22 } . 

1^7.. Néanmoins, comme cette fuppofition même 
d'un changement de l'ordre de a 1 pourroit encore ne 
pas fuffire à l'équilibre il feroit alors néceffaire de 
donner à la force centrifuge f une petite valeur, c'eft- 
à-dire , de faire tourner tant foit peu le fluide. 

223. Mais il y auroît toujours cette différence entre 
le cas où le rapport des denfités eft f , & ceux où il 
ne l'eft pas , que dans le premier cas , la force centri- 
fuge ne devra Être que de l'ordre de a' , au lieu que 
dans les autres cas, elle fera de l'ordre de a. 
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REMARQUES 

SUR LE MÉMOIRE PRÉCÈDENT. 



-fc-N relifanc ce Mémoire, long-temps apris qu'il a 
été fait , j'ai trouve - encore les Remarques fuivames 
. à y ajouter. J'ai cru qu'elles pourraient-.. être utiles 
dans la recherche de l'attraction îles fpliéroïdes. 

Remarque fur l'article' 133. 

des fphéroides, il détermine l'attraction d'un point pris 
■au-dedans du corps par la fournie des rayons partans 
de ce point, mais que cette fomme en efl proprement 
la différence, & le doit être, parce que les rayons font 
difpofés en Cens contraire , & exercent fur ce point 
des attractions oppofecs. 

2. On peut remarquer auffi que les Jeux valeurs de 
r en p 6: en q, qu'on trouve dans çe cas-là, favoir, 
r = k-£Vs, (A étant ainfi que î une fonction de fin. -Se 
cof. dep fit de q) font telles qu'en faifant p négatif, 
la valeur pofitive fe change en négative, & la uega- 
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tive en politive , lorfque le point attiré efl au-dedans 
du corps ; ce qui doit en effet avoir lieu dans les fphé- 
roïdes elliptiques, où la ligne tirée par le point attiré, 
coupe toujours le fphéroide en deux points feulement, 
& en deux points oppofés. Dans ce cas, la quantité 
k devient de ligne contraire , en faifant fin. p 6t cof. p 
négatifs, & s refle la même , comme nous avons va 
dans l'art. <Î2, pour ^ dans la quantité Z ±: l'Ç, 

que deux valeurs , c'etl une marquç que le rayon ne 
coupe la furface ou la courbe, qu'en deux points. Car 
foit , par exemple, t=a cof. p'±b fin. p, il eft clair 
qu'en fuppofant p fort petit & =&, les deux valeurs 
de r font pofitives, c'eft-à-dire , toutes deux du même 
côté; fuppofons maintenant />=i8o-+-«, les deux 
valeurs de r feront aulfi polîtives fit égales aux deux 
précédentes , mais placées en feus contraires, en forte 
que le rayon r coupera la courbe en quatre points , 
deux de chaque c6ié du point attiré. On voit aifément 
que dans ce cas il ne faudroit pas prendre en général 
la fomme des deux valeurs de r , ni môme leur diffé- 
rence , pour avoir l'attraflion du fphéroide, parce que 
ce fphéroide a pour ainfi dire deux furfaces différentes, 
6: qu'il eft comme compofé de deux folides. Il fàu-î 
dra varier le calcul fuivant les cas. 

!» 

Op. Mat. Tom. VIL Di 
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Sur VartkU 1 3 6. 

.,1. Si la courbe AO génératrice du fphéroïde n'étoit 
pas très-peu différente du cercle AB,(Fig. ifi) et qu'en 
nommant CA ou CB, i , l'angle BCA = i, C0= 
l \, * 'es parties de la ligne BO,à commencer du 
point B, on voulût avoir l'attraction de BO, (ou 
plutôt du petit folide formé par BO) fur le point A, 
fjn auroit cette attra&ion fuivant AC=dxx(i — x) 

Faudra multiplier encore par le rapport 2-r de b cir- 
conférence au rayon. Si on intégre cette équation en 
ne regardant que x comme variable , on verra aifé- 
ment que l'intégration dépendra des logarithmes , puif- 
qu'en faifant i — x=y, la différentielle deviendra 

épît à — ; quant ité qui S 'ir, 

tégre par logarithmes, en regardant \ comme conf- 
tant. Delà il eft aifé de conclure que, quelle que foït 
la fon&ion la différentielle à intégrer fera de la 
forme fuivante Z'd\ x Z" , Z" étant une fonction de 
•0tn partie algébrique, en partie logarithmique. 
I s. On peut, fans beaucoup de peine, appliquer 



SUR LE MÉMOIRE PRÉCÈDENT, m 
cette méthode au cas où le point A , donc on cherche 
l'attraction, n'eft pas le Commet du fphéroWe, mais 
tout autre point ; mais dans jous les cas , le réfutât 
de la triple intégration feroic li compliqué, que nous 
abandonnons cette recherche à ceux qui voudront la 
pomTer plus loin. 

Sur l'article IJ3. 

1. Au lieu de ç(cof. p cof. J 1 — Cm.p fin. J 1 col! j), 
on peut écrire $[cof. J>-H(cof./> — 1 ) cof. t>— Ra.p' 
fin. J> cof. q), & pour avoir l'attraction horifomale & . 
l'équation du fphéroïde qui en réfulte, on emploiera 
une méthode analogue à celles que nous avons données 
ailleurs pour de femblables quCffions (a), en dévelop- 

attention, 1°. qu'il faut négliger les termes où cof. q 
fe trouve avec une dimenDon paire , parce que ces 
termes fe trouveront multipliés encore par cof. q Se 
feront par conféquent nuli dans l'intégration; 3 0 . que 
les puiflances impaires de cof. q (les feules qu'il faille 
conferver ici ) étant toujours accompagnées des puif- 
fances impaires de fin. p, & ces quantités fe trouvant 
encore multipliées par lin. p 1 dans le faâeur 
dpjqfa.p caC q^ ^/fapy. f era j une puiffance impaire, 

lï—aC.ff . * 

& comme dp fin. p elt la différence de 1 — cof. 
(a) Voyei T™. V, Opufc. pag. 114. 

Ddij 
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il fera aifé d'appliquer ici les formules données dans 
Je Tom. Vde nos Opufcuks , pag. 28, art. îj & fuiv. 
3 0 . Nous avons donné encore ailleurs (o) une méthode 
tris-Ample d'avoir /intégrale de dq cof. f - lorfque 

pagne toujours cof. q , & que cof. q ne doir fe trou- 



une dimenfion impaire; & comme le fécond membre 
de l'équation qui donne l'équilibre, efi — — ' — = 
— — — (en nommant ç cof, 6 , ^ , Ûc cof. l,y) 
par conféquent fin. difparoîtra de tous les termes, 
& il ne reliera que des puifîances paires de fin. S*. Nous 
remarquerons encore que pour avoir l'intégrale totale 
qui exprime l'attraâion du fphéroide , il faut faire, ou 
p=\Zo". & q = j6o°, ou p = îtfo & 9 = 180". Le 
réfultat fera ie même dans les deux cas. 

2, On parviendra aiféWnt par ce moyen à une équa- 
tion qui aura un nombre infini de termes , & qui ré- 
pondra à celle que M. de la Place a trouvée de fon 
côté dans les Mém. de 177?. Mais il nous femble que 

ludon , deux défavantages. Le premier, d'être fondée 
fur le développement d'une fonâion en férié, déve- 
loppement qui pem donner un tris-faux réfultat, comme 

{a)Riih!r:./ur U Sjft. Ju Mwdt, f<»n. Il, m- »! &l«r. 
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SUR LE MÉMOIRE PRÉCÉDENT, aij 
nous l'avons fouvent remarqué dans d'autres problêmes. 
En effet, qu'on fuppofe ici, pat exemple, ç (cof. J'-t-/) 
à la place de la fonaion cherchée, 6c qu'on faffe çeite 
fonûion égale & une puiflance fraaionnaire — , on - 
verra fTom. V, Opufi. pag. 171 6c fuiv.) que, fi 
cof. PR t ou cof. S*-t-f eft tel que f ne toit pas très- 
petit par rapport à cof. J 1 , la férié pourra être diver- 
gente, & par conféquent tarife, ainfi que l'équation 
qui en réfulte. 

î. Un fécond défavantage de cette équation qui 
donne la nature du fphéroïde fuppofé en équilibre , 
eft d'avoir une infinité de termes , qui la rendent très- 
difficile à intégrer. Mais voilà jufqu'où l'analyfe a pu 
aller jufqu'icî dans cette folution. 

Soit fait p=nu, on aura 1 — co{.p = 1 — 
cof. aif=2fin.B 1 ,-& colin. 1 — afin.u 1 , fin. p= 
fin. 2u = 2 fin. h cof. ni ainfi la différentielle 

— — - — ~, deviendra de la forme dudq cof. qx 
{,—cKrY 

cof S-—- fin. p fin. J cof. q) deviendra auffi f (cof, J 1 — 
2 fin. u 1 cof. J^ — afin, a cof. u fin. /> cof. q). 

j. Quant à l'attraaion verticale, elle fera = à^la 
fonaion précédente, multipliée par ipi * - jC 'eft- 
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6. On peut, fi l'on veut, trouver l'équation du fphé- 
rorde.en optant fur cette fonflion comme nous avons 
opéré tout-à-I'heure fur la fonction en f,f, q ; il faudra 
feulement oLferver que les intégrales en u & en q doi- 
vent être prffea de manière, qu'elles fe terminent lorf- 

u = S o , & ; = 3S0 , on lorfque u = 180 , 6c 
1S0. 

7. L'équation 1 — cof. p = 2 fin, h* , donne 
a( 1 — cof. p) = 4. fin. j ou ÇK" = ^ fin. u', d'où 
fin. u = ; ainfi il et! aifé de voir que fin. u eft 
le finus de l'angle que forme Q R avec la tangente 
en G- 

Sur l'article ijq & faiv. 
1. La. différentielle de l'attraction horifontale étant 
■ * — — x $ ( cof p cof. — fin. p fin. J» cof. q) t 

il eft aifé de voir que fi <f A = cof. A" , m étant un 
jiomiire quelconque go ficif, entier ou rompu , la diffi- 
culté fe réduira, lorfque J' fera tres-petit, à intégrer 
— — , ra étant un nombre quelconque ; donc fi 

n — — — , r étant un nombre entier impair, la diffé- 
renrielle fe réduit à deffarcs de cercle. 
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SUR LE MÉMOIRE PRÉCÈDENT. aif 
a. Supputons toujours (Fig. 1;) PQ = ^ J Qfl= ?J 
& l'angle OQR=q, foit PR= f , ci imaginons 
que le fphérolde ne foit pas un folide de révolution, 
en forte que Ton rayon foit r-Ha.ip(f R.C ), £ expri- 
mant l'angle entre le méridien jP if & un méridien 
fixe; on verra aifdment qu'en nommant l'angle OPR, 
s , & n l'angle entre le méridien fixe & le méridien 
PQO, on aura <r = e±»; d'où fin. ff = fin. S cof. j.± 
cof. £ fin. », & cof. <r = cof. £ cof. « q= fin. £ (in. », 
parla même raifon , (in. £= fin. ocof. iT fin. n cof. n, 
& cof. C=r cof. s cof. ii± fin. 1 fin. n. De plus , on re- 
marquera que 1 eft confiant, alnfi que J 1 , que fin. a = 
( comme il eft très-aifé de le voir ) ° r & f " ? ; & que 
cof. b= v ' ( ' i "''' ^"-f 1 3 ou pi us Amplement 

-^-(^.K étant la projeûion de fin. /} = -^^ K -, 

«M «Tf-t-jtfi' Gc.pcoCrcoEJ-l-wC/pIffl.* „ , 
ou — ■ — b= — i d Ou 

l'on voit que fi la quantité 9 A eft telle, que la quan- 
tité radicale fin. f difparoifle du dénominateur, Se que 
fin. f, ou V(i — cof. f 1 ) , fe trouve élevé à une puif- 
fance paire, on pourra trouver aifémenj l'attraftion ver- 
ticale 6c horifontale d'un tel fphéroïde, 

ï- H eft encore bon d'obferver que, fi on exprime 
l'excès très-petit du rayon Cif fur l'axe CP, par une 
fbnûion de PR( f )6t de 6, il faut que cette fonûion 
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foit celle, qu'en fuppofaut l'angle £ augmenté de îBo", 
elle demeure la même ; autrement on aurait deux 
fphéroïdes diiférens représentés par la infime équation. 

Sur l'article igq. 

i. Si l'on veut faire exactement 6c rigoureu Cernent 
le calcul des lignes dont il eft fait mention dans cet 
article, on confidérera (Fig. 1 j } qu'en faifant CP=i, 
CR = i-h<(i, l'angle OP^, „, & l'angle PCQ, f>, 
on auroit Cf^i-t-a^, CK= ( i -f-aç cof. T , 
JÎ.K^i-t-aipç) fin. 5 cof...; NK = (i -t-a.fi) coù i 

~i RN=RK — JVS=(-^i)>t(fin. î cof., 
cof. J>— cof. ^ fin. S>)iRM=RNcor.ï=-( n-aç^x 
(fin. i cof. » cof. cof. î fin. ,T-Ji QAI= j -t-«.iî<r- — 
ÇJlfj & CAJ ou CN+MN=-^+-^£— 

= ( H-bçï) cof. { coi". JW-fin. ï cof. « fin. J*) ; d'où; 
l'on tirera aifément la Valeur de Q R. 

a. Si dans cet article 154 , on fait 1 — cof. ^ cof. J» — ! 
fin. 1 fin. cof. » = jc, on aura cof n = 




en regardant fin. ■{ fle fin. f> 



comme conflans, 6c fubftitiiant pour n fa valeur en x, 
on trouvera, par une méthode analogue à celle de 
lan, 1 ij , que l'intégration de la quantité qui multiplie 
ç l dans l'expreffion des deux attrapions, dépend , pour 
J'attraélion 
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SUR LE MÉMOIRE PRÉCÈDENT. ai>" 
l'attraction horifowale, de la rectification d'une ellipfe, 
& pour l'attraction verticale, de , |}„" t , [ff+ -j ;l + 1 - Jl| , i 
ceft-à-dire, de la reaifîcation d'une ellipfe & d'une 
hyperbole. 

3. Si on avoit fin. J>=o & cof. ^=1, l'intégration 
Te réduirait , comme il efl aifé de le voir , aux arcs 
de cercle ou aux logarithmes ; donc ii on fuppofe fin. f> 
trèj-pedt, il eft aile de voir que l'intégration dépen- 
dra encore en ce cas des arcs de cercle ou des loga- 
rithmes. 

4. Puifque eft égale à la différence ( doublée ) 
de — - , divïfe'e par dS<, 

qu'on riiduife en férié cette quantité dans l'hypothèle 
que £• fuit tiVo-pait , aprù.j l'avoir mife fous la forme 
[ 1 — cof.^-+-cof.^( 1 — cof./') — fin. ^fin.J'coCif) 
& qu'enfuite on, la differentie par rapport à on aura 
une fuite de terme» de la-forme cof. i' ( 1 — cof. J»)*x 
fin. ^ fin. /'cof. n'x '■ —, dans lefquels il fau- 
dra négliger ceux où "cof. « fe trouvera à une puif- 
fance impaire, & ces termes multipliés par &d\f\dv 
fin. ^ donneront l'élément de l' attraction horifontale. 
De plus il eft clair que, fi étoit conftant, la quan- 
tité dont il s'agit, exprimerait l'attraction horifontale 
d'une fphere , laquelle eft = c. 

Op. Mat. Tom. VU. Ee 
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t. A l'occafion des calculs dû cet: article ip4 fur 
l'jin-.xilnii du fjijicroi.'ij . je Ferai une remarque qui 
pourra Erre de quelqu' utilité. 

6. Dans le tj-ûi(ïc™e Volume de mes Recherches fur 
k Syfléme du Monde, pag. 157 & luiv. j'ai fait voir que 
lotira cl; on du ï.vc fp!;Jrique ell très - diittrerte 

fur un point placd i h furCicc m£nie , ou à une dif- 
tRiicc infiniment petite en-dedans , ou en-dehors de cette 
furiace , ce que j'ai depuis développe' & expliqué dans 
4e Tome I de nies Oj-ujiules, pag. a;8 & fuiv. 

7. 1! n'en ell pas de même de l'attraction d'une fphere 
ou d'une portion de fpl.ete, renfermée cnue deux fur- 
face» toncer.rriqucs, fur un point placé fur <ettc fut- 
face, ou à ur.e dlftar.ie trèspetitCi car dans tous les 
cas, rattraftion ef: égale à la mafïc drvjf& par le 
quar.-é de la dil-ance du point au centre de la fpl.ere. 

fi. O: il duit et, cne de mÉme de fatrraaion d'un 
fplicrouie for un point placé, foit à la furf*c, foit 
a une dùtance tres-peiit*: en-dedans ou en-dehora ; fit 
en effet, ii dai'.s tes formules du troiûéme Volume <!e 
nos Recherches fur le Syftime du Monde, on prend 
celtes qut dorment fantacl-on du fpl.éro.;'e à la fur- 
face, ou infiniment pres de la Curface , on trouvera 
qu'elles font les mcire*. Par exemple , pag. i7[ , 
Cutol. II, ics deux premières formules donneront en 
retranchant la feiuiidc de la première , & réduifant à 
l'homogénéité, j — 1 = — \ ; de même , pag. 155 , la 
première formule du Corol, V, moins la féconde du 
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Corel. II, pag. ijj , lefquelles formules répandent 
aux deux précédentes , en faifant n = o, donnent, en 
réduifant à l'homogénéité j — 1= — j ; & la pre- 
mière formule du Corel. VI, pag. 196, moins la troi- 
fiéme du Corol. IV, pag. 154, donne de mime — f, 
on trouvera pareillement qu'en retranchant toujours la 

formule qui répond à - — — ,(«étantfuc- 

ceffîvement pofitif, zéro", & négatif), des formules 
qui fe correfpondent l'une à l'autre dans les trois dif- 
férentes fuppofitions fur la valeur de n, les rdfultats 
feront les mêmes. 

S- Enfin , on crouveroit auffi les mêmes réfultats en 
prenant les formules des pag. iop 6c . fuiv. , qui font 
les mêmes que celles des pag. 152 6c fuiv. 

10. Lorfque i<>r, t-=*r, & S><r, J 1 étant dans 
les deux 'cas extrêmes infiniment peu différent de 1 r, 
on trouve que la quantité <f{PQ)x 

(rr-i-it±^>te»C.QRy _ 

premier cas, =x.irx$[PQ) dans le fécond, & =0 
dans le troifiéme. Cependant il fembleroit que dans 
le fécond, comme dans le troifiéme cas, elle devroit ■ 
être =0, par 1a théorie de l'attraction de la fphere. 

11. Mais il faut remarquer qu'en retranchant cette 
quantité de b différentielle correfpondante dans la- 
quelle on a mÎ3 <t(PR) au lieu de <t(PQ), on a 
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pour haeur, au lieu de ${PQ), v{P R) — q>{PQ) , 
qui devient évidemment zéro en R , en forte que $(P7f ) 
doit tire regardée, comme formée de deux quantités 
f-i-f{PQ) telles, que la première efl = o en R, & 
que l'attraction produite par la féconde tp(PQ), de 
quelque manière qu'on re| réfente cette attraction , eft 
entièrement détruite par une attraction contraire & 
fembfcble ; ainft le calcul du fécond cas eft exaû, & 
doit l'être , comme on peut le concjure aifiiment des 
remarques précédentes. 

12. En effet, il arrive alors la même chofe que } lï 
au lieu de prendre, par exemple, l'intégrale" de 
m* 1 ** - — ~- , dans la pag. 177 du -r.ro ifiéme Volume 
de nos Recherchés fur h Syflême du Monde , & d'en 
retrancher l'intégrale de — — ' — } on retranchoit la 
féconde différentielle de la première, 6c qu'on prît 
l'intégrale de la différence — ~, laquelle feroit 

= — 7, comme on le trouverait par l'autre procédé; 
& ainli du relie. 

i;. Certe remarque lèvera entièrement la crainte 
qu'on pourrait avoir, que les intégrales ne fuffent quel- 
quefois fautives, en s'y prenant par la méthode que 
nous avons donnée dans ce troifiéme Volume de nos 
Rechercha fur le Syjiême du Monde i Se cette obfer- 
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àiitrei méthodes , qu'on pourrait employer à la déter- 
mination de l'attraction, qu'un fphéroide infiniment peu 
différent d'une fphere , exerce fur un de fes points 
quelconques. 

"Sur tdrlkle i$5. 

i. Depuis que j'ai écrit ce qui eft contenu dans cet 
article ,. j'ai vu que M. de la Place (dans les Mém. de 
I' Acad.de 1774) avoir auffi appliqué fes théorèmes fur 
la loi de la pefanreur , au cas du ifphéroïde qui n'eft 
pas de révolution. On voit qr« ces fhéorémes fe dé- 
diaient' de notre méthode avec une grande facilité. 
. a. Ce m£me Académicien , à nui j'avois communi- 
qué ma démoo fi ration tr,és-fimple de fou théorème, en 
a auffi trouvé depuis une autre plus (impie que la pre- 
mière , Ôt qu'il a lue à l'Académie au mois de Juillet 
1778 [a). Il m'a appris en même-temps que M. de la 
Grange avait auffi trouvé de fon côté une démonftra- 
tïon de ce théorème général. 

3. Si on fuppofe l'ac:ra?.iù;i proportionnelle à une 
puilfance A de la diflance, on trouvera aufii très-aifé- 
ment, parle plus iimple calcul, les théorèmes que M. de 
la Place a démontrés diins cette même addition à fes 
recherches , lue à l'Académie en 1778. En eftët, il eft 
clair, i°. que l'attraction verticale a dans ce cas à l'ex- 

(oj Elle a ki imprimie dini le Volume de 1774, f>!g. lii S fuir, 



Digitized by Google 



aa* R E M A R Q U E S 

pofant du dénominateur au lieu de i , fie qu'ainfi 

il faut ajouter à l'expo&nt du dénominateur trouvé 

pour le cas de n = — a, — 1 , ce qui rend cet 

expofant =■— — — i -+■ j = — - — — , ou en numé- 
rateur, ■— ■ 1°. Que l'expo&nt de l'attraÛion ho- 

rifontale fera , par la même raifon , — i -t- i = 

~* + ' , ou en numérateur ■+■ ^ d'où réfultent 
les théorèmes dont il s'agit, . . 

4. On voit aulfi que par les formules du-Tom. V 
de noB Opufadts, page 26 6c fuiv. , la recherche de 
la figure de la terre fe réduira dans ce cas, à l'inté- 
gration de — — f '* ■ , ou du fin. Ji! cof. u m x 

(1 — cof. uf~* , facilement intégrable par les mé- 
thodes connues , au moins tant que n eit un nombre 
entier. 

Sur l'article 

■ 1. Toutes les fois qu'en faifant A infiniment petit , 
la valeur de r renferme fin. A", — étant une frac- 
tion, l'équilibre eit impoflible, quand même la figure 
n'aurok point d'équation régulière, Ceft encore une 
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fuite de cet arc. iptf, & de la méthode de l'arc. i<jj 
pour trouver l'attraction du fphéroide. 

2. Ajoutons en même-temps que , quand ou auroit 
démontre limpolfibilicé de l'équilibre en regardant $A 
comme une fonction continue, elle ne fetoit pas at- 
folument démontrée pour cela dans le cas , très-pof- 
fible, où $ A ferait une fonction difcontinue, ou plutôc 
une fonction non exprimable algébriquement, ni mÊine 
fous une forme cranfcendante , quoique la courbe gc*- 
iiû-airics: j.:-Luiit avoir aux yeux une courbure régujliere 
&: coininuc. Nous avouerons néanmoins que la poffi- 
\?X\vc de l'équilibre dans ce cas eft bien peu vraifem- 
blable. 

3. Si au lieu de faire commencer les arcs P R en 
P, on les faïfok commencer en un point quelconque 
Q du méridien , en force que PQ fût , êc que le 
rayon r fût = 1 -t-<tT>{ t~-¥-l) , alors fuppofant \ infi- 
niment pecic, on trouverait par une médiode femblable 
aux précédences, qu'en prenant ^ infiniment petit, la 
valeur de r devrait être exprimée par i+a fin. ^-t- 
b fin. f-i-c fin. çi, &c. , ou, ce qui revient au même, 
à caufe de ^infiniment petite 1 + a\-i-b' \'-i-c\s, &c; 
d'où l'on conclura que ni ddr ni d'r ne fauroic ja- 
mais Ûtre infini. On a donc une nouvelle propriété, 
Ou condition de $A, favoir, qu'en fuppofant A tel 
qu'on voudra ( & non plus infiniment petit) d"$A ne 
fauroic Être infini. 
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Sur l'article soi. 

S'il y a an centre du fphéroïde fluide un noyau 
folide fphérique, il ne fera pas difficile de voir ce que 
ce noyau doit changer aux théorèmes dont il s'agit; 
car il efi clair que ce noyau augmente l'attraction ver- 
ticale delà quantité - — — — j-x(A — 1), A étant 
fuppofé la denfité du noyau, Oc 1 celle du fluide; 6c 
que' l'attraction verticale ne fouffre aucune altération. 

Sur l'article 302. 

1, En fuppofant toujours le fphéroïde peu différent 
d'une fphere , on peut employer différentes méthodes 
pour déterminer l'attraction du fphéroïde en un point 
quelconque. 

On peut d'abord, en faifânt partir les rayons du 
centre du fphéroïde, exprimer ces rayons par i-i-açA, 
comme nous l'avons fait. 

2, Dans la même hypo^pfe, au lieu de prendre .,4 
pour l'angle Q.CF , on peut prendre A pour l'angle 
Q P C, qui a fou fommet au fommct F du fphéroïde, 
ou plutôt le complément à deux droits de cet angle, 
formé par la corde P Q & la tangente en P , complé- 
ment qui eft = o" en P , ainfi que l'angle QCP. 

3, On peut auilî faire partir les rayons du fommet , 

du 
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du fphéroide donc on cherche l'attraction, & exprimer 
ces rayons par j> +■ a ip A ,' f étant le rayon corres- 
pondant dans la fpliere dont le rayon feroit t, tk A 
eïprimant l'angle QCP, ou l'angle QPC. 

4. Outre ces différentes manières d'exprimer la na- 
ture du fphéroïde ou de fa courbe génératrice , on 
peut encore s'y prendre de différente! manières pour 
en trouver l'attraction. 

4. On peut chercher cette attraction en Intégrant 
les; quantités — — , / étant la dïftance d'un point quel- 
conque de la courbe au point attiré, après avoir dé- 
compofé cette quantité dans !e feus vertical & le fena : 
horifonral. C'efr la méthode que nous avons fuivie dans 
nos Recherches far le Syjtême du Monde, Tom. II & III, 
dans le Tome V de nos Opufc. pag. ce fuiv. , Se 
dans le Mémoire précédent. 

6. On peut auffi employer la méthode de M. de la 
Grange , dans les Mém. de Berlin , de 1 77 ! , en cherchant 
l'attraQion des petites pyramides formées pat les rayons 
ijui ont leur fommec au point dont on cherche l'attrac- 
tion. Ces méthodes ont l'une & l'autre leurs avantages, 

7. Ce n'eft pas tout encore. Pour exprimer le rayon 
y, ou QR, & pour décompofer l'attrattionj on peut 
employer différentes méthodes. 

8. Soit QR' (Fig. 17) la projection du rayon f fur 
le plan PQC, qui pafTe par l'âne PC, & par le point 
Q donc on cherche l'attraction, fie foit QR'^f", 

Op. Mm. Tom. VII, F f 
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l'angle PCQ = i ', l'angle que fait le rayon / avec 

f" , Ç, 6c l'angle R'QC, y, on aura une valeur de 

/ en 4> yj'i comme on en a une par les angles 

q, p, S 1 dam l'art. 173, & par ies angles \, », dans 

l'art 

p. On pourra de même avoir encore une antre va- 
leur de f par l'angle 6t par tout autre angle R'QK 
de la projection Q'R avec une ligne fixe QK de pofi- 
rion quelconque. 

10. Si cette ligne fixe QK efl parallèle à l'axe, on 
décompofera pour lors l'attraction directe du point Q 
en deux autres , l'une parallèle , l'autre perpendiculaire 
à l'axe , & il faudra pour l'équilibre tjue les fournies 
ou intégrales de ces attrapions foient entr elles comme 
QZ à QI1 , QZ étant perpendiculaire à la courbe 
en Q. 

11. Si la ligne fixe QK tombe fur la perpendicu- 
laire QZ à la courbe, alors ii faudra fimplemenr (fans 
avoir égard à l'attraction verticale) que J'aitra&ion ho- 
rifontale foit nulle. Ce qui donnera une équation d'au- 
tant plus (impie, que — n'y paroîtra pas, & que le 
fécond membre fera = 0. 

- 12. Si on employoit cette dernière méthode, il fe- 
rait peut-ttre bon, pour plus de fimplicité, d'exprimer 
la nature de ia courbe génératrice par les valeurs de 
CZ en A. . 

13. On peut faire des remarques analogues aux pré. 
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cédentcs , pour le cas où le fphéroïde attirant n'elï pas 
un folide de révolution. Nous abandonnons aux Géo- 
mètres le détail de tous ces calculs , dont nous croyons 
qu'on pourra tirer parti pour perfectionner la théorie 
de l'attraction des fphéroides. 

14. M. Clairaut, dans fou Livre de la Figure Je la 
Terre , a déterminé l'attraction horifontale à l'extré- 
mité d'un diamètre quelconque, par le moyen des 
coupes elliptiques perpendiculaires à ce diamètre ; on 
pourroit employer ici la même méthode, mais elle 
ferait moins fimple que celle que nous avons fui vie. 

Sur V article 203. 

1. Le mÊme M, Clairaur, dans fon Livre de la Fi- 
gure de la Terre , trouve que l'équation entre / 6c « 
dans l'hypochèfe elliptique , elt f— ± a — ~ a* ■+■ 
i—ià, Sec. Cette équation n'efi: exacle que lorfque * 
eil affez petit; dans les autres cas elle elt peu exacte; 
mais on peut obferver, i 0 . que lorfque *«=o, on * 
/=o; d'où il s'enfuit que le fphéroïde étant fuppofé 
ellipdque fle peu différent d'une fphere , devient une 
fphere exacte quand le fluide ne tourne pas. .Noua 
avons de plus fait voir dans notre lixiéme Volume 
SOpufcules, que dans ce cas de /=o, il y a un autre 
fphéroïde, mais infiniment applati, & par conféquent 
iïlufoire , qui faùsfait à l'équilibre. Ne pourroit-on pas 
conclure delà que, s'ily a quelqu'autre hypothefe que 
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celle de la figure elliptique, qui donne l'équilibre en 
ayant égard à la force centrifuge , cette figure devien- 
dra toujours fphérique lorfque /fera = 0. En effet, la 
valeur de f en a, exprimée par une fuite quelconque, 
doit contenir a. à tous fes termes; en forte que /= 
ait' m; d'où l'on voit que/ étant =o, donne d'abord 
a = o, d'où réfulre la ligure fphérique , Sx. enfuite 
ipi = o, qui dans le cas de l'eliipticite' donne une va- , 
leur infinie & illufoire, & femble devoir aufiî donner 
un pareil rcTultac dans le cas de la non-ellipticité, 

a. Nous avons donné, Tom. VI de nos Opuji. l'équa- 
tion exacte du fphéroide dans l'hypothèfe elliptique, 
favoir, a«= ** +sf ^ T ' , ~ e ' _ p our exprimer cette 
équation par une férié, la plus convergente qu'il fera 
poflîbie, on mettra, au lieu de ATk, c'eft-à-dire, de 
l'angle dont la tangente eft k , f — — J ^_^j | - > x ^tant 
le finus verfe du même angle , 6c i le iitius total , ce 
qui donnera k = — " l ^_ j " > i k quantité/" — ~ - — , 

ou f- — peut fe réduire en une férié tris- 

convergente, parce que x n'efl jamais > t , & cette 
quantité fera exprimée par une fuite de cette forme , 
jî^X-i-Bx* &C, enfuite on mettra pour 
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m lieu de — ^~ , ou ?~ fa valeur 



, ce qui donnera l'équation 



" — ^ 'J— r^ "" 2 "' ^1 uat ' on dont Ie radical l'a; dif- 
paroîtra , comme il eft aîfé de le voir à caufe de 
(2X — xx)'=x i (2 — x )~; & dont on pourra encore 
faire difparoltre le radical i/fla — x ) ,.«n failant 
V'taa: — 3;^)=»/»^, ce qui donne 2 — x = i^, & 
jc=.a — ^sjj & on peut remarquer que ^eft la corde 
qui répond au finus verfe a:. 

Sur l'article 210. 

1. Lorfque le fphéroïde eft elliptique, la valeur du 
rayon r eft donnée parla proportion r 1 fin. A': i— -r% 
cof. i 1 :^*.) 1 : 1 , d'où r> fin. -4'=( 1 

(r 1 cof.^ 1 )(H-*)S&>v= Éiï^! , 0 u 

d'où l'on voit que la valeur 



de r eft =i-Ha>tipfin.^, cette fonction de fin, A, 
renfermant elle-même h quantité" a. 
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2. Or dans la théorie que nous avons donnée, nous 
avons fuppofé que <$A ne conrenoit point a. Il feroit 
bon de voir aufli ce qui réfulteroit du cas où ç A con- 
tiendroir a, c'ett -à-dire , où r feroit = i $(A, a), 
il étant une quantité très-petite, & $[A, a) étant 
telle, qu'elle foit =□ quand A=.o. Ce feroit l'objet 
d'une nouvelle recherche dans laquelle nnus ne nous 
engagerons point ici. 

Nous nous bornerons à remarquer, i", que l'équa- 
tion approchée de l'eHipfeefl r= i -§-a Cm. A*. 2". Que 
pat conféquent Ci on fait $A = lm, A 1 , & qu'on 
ail de plus égard à la force canoifuge , le fphéroide 
dont l'équation feroit r = fin. A 1 , <x iQm fup- 

pofé i-c» - petit , ftrnit à rrès-pru-pte* en équilibre, 
c'eil àd.re, qu'il ne l'en faudroït que d'une quantité 
de l'ordre île a-, cenfée iiifîr.înier.t petite du fé- 
cond or-re , eue l'équilibre n'eur Leu dans un tel 
fphétOtde. Que l'équilibre feroit eia.2 fit par- 
fait , Ci on ajoutoit à la quantité a fin. A' dans la va. 
leur de 1 , ce qu'il faut pour que r appartint cxatle- 
mera 4 uuu dlipfe dont U différence do axes Tut ==*. 
V- Que cette quantité qu'il faudrait ajourer i a fia. A<- 
pour avoir la valeur exacte de r, feroit celle qui ré- 
fulteroit du développement du radical 
, _J ceft-à-dire, une férié in- 

finie, dont les deux premiers .termes feroient évideni- 



» 
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ment î-t-a fin. A 1 , & de laquelle il faudrait ôter 
ces deux premiers ternies, déjà employés dans la va- 
leur de r. 

4. Delà on voit que s'il y a quelque fonction de A 
différente de fin. A'- , qui donne l'équilibre du (phé- 
roïde , foit en ayant égard à ia force centrifuge, 
foit en la fuppofanr nulle, cette fonction de 'A ne 
donne point , aînfi que fin. A- , l'équilibre rigou- 
reux , mais feulement à une quantité près de l'ordre 
de 

y. De plus, lorrque ^A^Cm.A'-, on fait d'ail- 
leurs qua l'équilibre rigoureux eft pofiiblé , en ajou- 
tantà r=t-f- a fm. J i 1 ,cequi eft néceffaire pour faire 
appartenir le rayon r à-un fphéroide rlgourtufcnient 
elliptique , 6c peu différent d'une fphere ; cette quan- 
tité ajoutée contiendrait s 6c A t fit la moindre puif- 
fance de a y feroit a', fit ne feroit nulle que lorfquc 
a. feroit = o , auquel cas a fin. A- feroit auffi = o, 
& r= i , ce qui donneroit une fphere. 

fi. Mais oit peut demander en premier lieu il dans 
ce cas de r=i-t-s fin.^', il ne feroit pas poflible 
d'ajourer à la valeur de r, pour établit l'équilibre, non- 
feulement ia valeur convenable au fphëroïde rigoureu- 
fement elliptique , mais d'autres fonctions de a fie de 
A, dans lesquelles la moindre puiffance de a feroit plus 
grande qut l'unité , ou mÉme = a : , fie qui donneraient 
également l'équilibre? En ce cas, tous ces fphéroïdes, 
( à l'exception du fpliéroïde rigoureufement elliptique ) 
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différeraient en rigueur du fphéroïde elliptique d'une 
quantité de l'ordre de a", m étant >i , ou même = ï; 
& on pourroït en conclure, avec aflez de vraifem- 
blance, que, il la force centrifuge / n'étoit pas très- 
petite, il y aurok plufieurs fplidro'ldes, différant fen- 
fiblement les unes des autres, & donc un feul feroic 
elliptique, qui donneraient l'équilibre. 

7. On peur demander en fécond lieu fi dans le cas 
oft r — 1 -t- nçA , (tfA étant une certaine fonûion 
de A ) donnerait l'équilibre à une quantité près de 
l'orJre de n ! , on pourrait trouver, comme dans le 
cas de r= i+»lin. A 1 , une quantité qui étant ajou- 
tée à la valeur 1 -i-a/fA du rayon r, donnerait l'équi- 
libre exafl & rigoureux? Si cette quantité exifloit, il 
eft évident qu'elle contiendrait a & çA, & que la 
plus petite puiffance de ny ferait a", m étant > 1. 
De plus, il fe pourrait encore (comme nous venons 
de le remarquer pour le cas de r= 1 +* fin. A') que 
cette quantité, ajoutée à la valeur de r pour l'équi- 
libre ÈUsSi , ne Fût pas unique , 6c qu'on pût faire diffé- 
rera cliangemens à la valeur de r, tous d'un ordre a. 1 * 
plus petit que » , qui donneraient l'équilibre rigoureux. 

8. Toutes ces quellions fort à-peu-près de la mime 
nature, que celle que nous avons agitée dans le Tom. VI 
de nos Opufc. pag. 223 , favoir, f] dans le cas où le 
fphéroïde a un noyau tel, qu'il cfc, à très-neu-près , 
en équilibre en donnant à » telle valeur qu'on veur, 
J'équilibre exafl & rigoureux ert poffible, en faifant 
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à la figure du fphéroïde un changement d'un ordre 
moindre que a. 

S. En général il paraît afTez vralfenililable & allez 
naturel de fuppofer que lorfqu'un fphéroïde , dont la 
différence des axe; elt a ou de l'ordre de a, dans quel- 
qu'hypothèfe que ce foit, a une figure où l'équilibre 
a lieu à une quantité prcs de l'ordre de a™, m étant 
>■ i , un changement de l'ordre de a." , fait à ce fphé- 
roïde , donnerai: l'e'q-.iilïbre rignureux. Mais la chofe 
n'tft rigmireufement certaine que dans le feu] cas où 
r= i ■+■ a fin. A' , & où le sphéroïde eft entièrement ho- 
mogène, & tourne fur Ton axe; les théories connues 
nous apprennent que ce fphéroïde, fuppofé rigoureu- 
fement elliptique , fera en équilibre. Dans les autres 
cas, on ne pourrait réfbudre exactement les queftions 
que nous propofons ici , que par un calcul très-com- 
pliqué, tres-fubtil, & qui peut-être pane les forces de 
j'analyfe connue. .. . 
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Contenant différentes Recherches d'Optique. 



Sur Us loix de la réfraction. 

,.M . Newton a prétendu dans fon Optique, (Liv. I, 
Parc. II ; Prop. III, Exp. VIII) que fi un rayon qui 
a traverK differens milieux B, C, contigus à un même 
milieu A, (le rapport des iimis, pour les rayons des 
couleurs extrÉmes dans le partage de À à S , C étant 
fuppofi — & -~-' t -~- & -jjr) j fi ce rayon, dis-je, 
fort parallèle à Ta première fituation, la lumière fera 

bianchej & il a conclu delà, t", que — = 

. 2°. Que le rapport des finus dans le paflàge 

de B & C fera ~ & ~. M, KJingertftjema a dé* 
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montré que la première de ces deux loix ne pouvoit 
fubfiller arec la prétendue blancheur des rayons , ré- 
futante du parallélifine. Voyez le fixiéme Volume de 
nos Opafi. XLIX" Mém. arc j , i, 3 , 4 & î- 

2. Comme il eft très-eflentiel de démontrer que 

■ , n'eft pas confiant, puîfque fi cette équation 

avoit !ieu , les couleurs ne pourroient jamais Être dé- 
truites dans les lunettes, j'ai obfetvé, ce me femble, 
avec raifun, que M. Klingenftierna n'a pas démontré 
en général la fauflêté de cette équation , mais feule- 
ment que cette équation ne pouvoit fubfiller avec la 
prétendue blancheur réfultante du parallélïfme des 
rayons émergens aux incidens. 

3. Des amis de feu M. Klingenftierna m'ont objecté 
que cet habile Mathématicien ne regardoît pas l'expé- 
rience de M. Newton fur cette prétendue blancheur, 
comme vraie , & qu'au contraire il la croyoit faufiè. 
En ce cas , fa démonftration de l'incompatibilité des 
deux aliénions , ne prouve point ce qu'il écoit le plus 

eflentiel de démontrer, favoir, que — n'eft pai 

confiant , puifque fa démondration eft appuyée fur une 
fuppofition fauflë, & reconnue, dit-on, pour telle 
par lui-même, H fe peut que M, Klingenftierna fe foit 
Ggij 
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feulement propofé de démontrer l'incompatibilité de h 
prétendue loi de Newton avec fon expérience aufli 
prétendu! ; cela fuffie pour jetter un doute très -bien 
fondé , ou fur la loi , ou fur l'expérience , ou même 
fut l'une & fur l'autre, mais non pas pour démontrer 
rigoureufement la fauffeté de la loi. Il faut avoir recours 
pour cela à des moyens direfts, & indépendans de 
toute hypothèfe. 

4. On dira peut-être, comme je l'a! ddja remarqué, 
(Tom. VI, Opufi. pag. 26 y , art. 20} qu'il y s des 
cas où l'expérience de Newton peut être vraie , c'elt- 
à-dire, où les rayons fortent blancs & parallèles aux 
incidens , & quainfi il réfulte de la démonftratîon de 

M. Klmgenftierna , que — ^ n'efi pas confiant. Mais 



il réfulte de cetee mfnie dé moufi ration que, fi — 

étok conltant , il n'y auroît aucun cas où l'expérience 
de Newton pût Être vraie, & comme 011 ne fauroit 
prouver à priori, fans avoir recours à l'oblervation , que 

— I nef! pas confiant, il s'enfuit qu'il auroit taliu 

s'aiTurer auparavant par l'expérience qu'il y a des cas 
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DE LA RÉFRACTION. 257 
où l'expérience de Newton eft vraie, ce que M. Klin- 
genftierna ne paroît pas avoir fait. 

Î-. Il y a plus; nous avons prouvé (Tom.VI, Opafi. 
pag. 269 , art. 20 fit 2 l , & pag. 287 , art. 1 1 ) que le 
paraMjlji'iie de tu us le. rayons émergeas à tous les incî- 
dens, c'eft-i-clirïj le para] iéli line de tousles rayons draer- 
gena entr'eux , ( & par confisquent la blancheur du rayon 

émergent) eft impoffible, non-feulement fi , = 

, mais encore li — — eft < — ■. Ainfi pour 

que l'expérience de Newton foie pofGble , même en un 
feul cas , il faut que — — - foit >■ ■ — ■ — - , propofi- 
tion qu'on ne peut fuppofer vraie fans le fecours de 

6. On voit bien en effet (Mém. Acad. 1756, pages 
384 & 3 8f } que d'après les expériences de M. Dol- 
lond , le rayon émergent peut être parallèle à l'inci- 
dent fans que U lumière foit blanche au fortir du 
prïfme , niais on ne voit pas que perfonne ait examiné 
s'il y a un feul cas où le parallélifme ci la blancheur 
aient lieu à-la-fois. 

7. Remarquons encore que fi la blancheur n'a p3s 
lieu lorfque le rayon émergent eft parallèle à l'inci- 
dent, c'eft qu'il n'y a en effet qu'un rayon émergent 
d'une feule couleur, qui foit parallèle au rayon incident 
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de la même couleur , & que ce parallélifme n'a pas 

lieu pour les autres rayons. 

8. Obfervons de plus que la démonfl ration mfme 
de M- KlitigenHierna n'a lieu , qu'en fuppofant la fé- 
conde loi de Newton vraie, favoir, que le rapport 
des lînus en paiïant du milieu B dans le milieu C foit 
JL- & — . Ceft ce qui réfulte évide-nment du Tome 
VI de nos Opafi. pag. 262, art. 4 & y. Cette fuppo- 
ficïon , il eft vrai , paroit affez bien prouvée par les 
expériences ; mais elle ne peut Être démontrée à priori. 
Car en fuppofant que le rapport des fmus du milieu 
A dans le milieu B foit — , il n'en pas même rigou- 
reufement démontré que le rapport des iinus du milieu 
S dans le milieu A foit — . 

p. En un mot, tout ce que j'ai prétendu, c'eft que 

la preuve donnée par M. Klingenftierna, que — 

n'eft pas confiant, étoit feulement hypothétique, & 
non pas abfblue Ûc rigoureufe , comme la théorie 
des lunettes achromatiques exige qu'elle le foit ; & 
il me femble que mes atterrions fur ce fujet, ïubfirtent 
dans leur entier. 

10. Ce qui prouve encore, ce me femble, que la 
démonftraticm de M. Klingenlliema contre la prétendue 
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lui de Newton, n'eft qu'hypothétique, c'cP, i°. qu'à 
U lin de fo:i dciïi (Voy. Mém. Acad. 1 7 rfl ,pap,. 407 
il ilit que celle ïoi p-iiM mériter d'être vérifiée, de 
nouveau par des eipéiiences; ce qui prouve qu'il le 
r ir !' .t , non comme fauûfe, mais tomme du-jteufe. 
2 0 . Qu'il démontre qu'en fuppo&nta l'expéiience de 
Newton vraie, la loi de Newton a lieu lorfque les 
réïraûiona font petites, d'où il conclut avec raifo» 
que fi l'expérience eft vraie , l'aberration de re'frangi- 
bilitt; ne pourroit fe corriger dans les lunettes, comme 
Newton l'a preieiiJu.A'mCi, d'après les démonftrations 
de M. Klingenflierna, & d'après fou aveu même, il 
relïoit à prouver abfolumciit & rigoureufement , (bit 
par la théorie, ce qui ne parfit pas facile, foit par 

l'expérience, que — ^ n'eft pas = — ^ j véri- 
té nécefiaire 'pour la conftrutlion des lunettes achro- 
matiques , & bien plus efientiellc pour la perfection 
de la Dioptrique, que le parallélilme ou non parallé- 
lifme des rayons émergeus aux ïucidens, au fortir d'un 
prifme placé dans deux différens milieux. 

11. Quant à ce que prétendent les défenfeurs de 
M. Klingenftierna , qu'il n'a pas fuppofé pofiiUe le 
parallélifme des rayons émergens aux incidens, c'efl 
une queftion indifférente à celle dont il s'agit ici, c'elt- 
à-dire, à la démonltration rïgoureufe & abfolue de k 
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fauffcté de la loi de Newton. Il parole par Eecrît 
inféré dans les JWt'm. Acad. i7;5, que M. Klingemf- 
tiema n'y a pas , au moins formellement , révoqué en 
doute ce paralltlifms. Mais cet écrit n'eft, à ce qu'on 
affine , qu'un extrait du Mémoire entier de ce Mathé- 
maticien fur le même objet, imprimé en Suédois dans 
les Mémoires de l'Académie de Stockolm, pour l'an- 
née 1754. Je m'en rapporte donc, fur la quelrion 
dont il s'agit, à ceux qui ont lu ce Mémoire en entier. 

13. Nous avons dit d-deffus ( art. t ), que félon 
M. Newton, li ibn expérience eft vraie, le rapport 

des finus dans le partage de B à C fera — Se Or 

cette dernière loi étant admife par tous les Opticiens, 
& l'expérience de Newton n'étant pas vraie , comme 
M. Dollond l'a démontré (Voyez Mém, Acad. 17;?, 
P»g* 385-) , que deviendra la conféquence tirée par 
Newton, fur le rapport — des linus, & jufqu'ici reçue 
en Optique , comme une vérité confiante '. vérité dont 
nous avons -nous-mêmes fait ufage pour démontrer ri- 
goureufement le théorème de M. Klingenftierna ( Ofvf- 
cu/ct, Tom. VI, pag. 261, Bit. 4 & y). 

15. La réponfc eft que l'expérience de Newton eft 
vraie, lorfque les deux faces du prifme font parallèles, 
c'eft-à-dire, lorfque le prifme eft fuppofé changé 
en un parallélépipède; alors les rayons émergeas 
de toutes les couleurs font parallèles aux incidens, & 
delà 
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delà il eft aifé de démontrer la faconde loi fur le rap- 
port ~ des finus dans le pafTage de B à C. C'eft ce 
qu'on peut voir dans les Opufcules de Newton, Opufc. 
XVIII, Leçons Optiques, art. XXXHI. 

14. Au relie, cette démonftratïon eft appuyée fur 
une hypothèfe que tous les Opticiens ont admife juf- 
qu'ici d'après l'expérience, favoir, qu'un rayon qui étant 
réfracté d'un milieu quelconque dans un autre, revient 
fur fes pas, & repaile du fécond milieu dans le pre- 
mier, reprend dans ce premier milieu (en fens con- 
traire ) la même direÛion qu'il avoit quand il eft entré 
du premier milieu dans le fécond. Or delà il eft aifé 
de conclure qu'un rayon, qui tombe fur un verre plan 
placié dans l'air ou dans tout autre milieu , en fortira 
parallèle à iui-même. S'il y avoit de même plufieurs 
milieux A, B, C r Uc. placés dans l'air, ou dans tout 
autre rrHlieu D, terminés par des furfaces planes paral- 
lèles, & non contigus entr'cux, le rayon réfraflé dans ces 
différens milieux fortiroit encore parallèle à lui-même , 
puifquà ia fortie de chaque milieu A, S, C, 6cc.ll 
repaierait dans l'air ou dans le milieu D. Mais la fup- 
pofirion que font les Opticiens fur la réciprocité des 
rayons incident & réfraaé , fuppofrtion fur laquelle eft 
appuyé le paralle'lifme dont nous venons de parler, a 
bcfoin d'Être prouvée, comme elle l'elt en effet, par 
l'expérience, & ne peut être démontrée rigoureufement 
par la théorie, quoique cette fuppofition paroifle d'ail- 
Op.MM.Tom.Vll. H h 
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leurs allez naturelle. En effet, fuppofons, par exemple, 
que le rapport des finus d.'pende du rapport de denfité ' 
des deus; milieux, A, A', Se foit une fonftion de ce 
rapport, c'eft-à-dire , $ '< '1 ^ c ^ 9 ue " * 

efl le (imis d'incidence, & A' le finus de réfraûion, on 
aura k' = h$ (— )■ Maintenant foit h' le finus d'in- 
cidence du milieu a' dans le milieu A, on aura le 
finus de réfraction =A'gj(— ^ qui ne peut Être égal 

à h, que dans le cas où ç (~)** (~) — ' i c'efl- 
à-dire , dans cenafnel firppofitîora fut h valeur ce 
ï ^ 4-J , ;>ar eiemple , fi 5 (~) -jj- , "! é'-dp.l 
un nombre quelconque. 

i;. Loifque les milieux A, H, C, b.c. font con- 
tlgus , toujours temsiiii', p..: lie., fui face» paftlIMc; , 
& environnes r|„ n-i.ieu D, l'e v perle ru e alléguée par 
Newton , prouve ei.coie que dans te c as le paralle- 
lifir.e a lieu entre le ra\ nn inc.dtnt à. les r..ycns tn-.er- 
gens, cnmne dans !c tas ou les n-Uieux A, B, C, Stc. 
ne font pont ronigus Or ccu II eii aile de conclure, 
ce qui efl encore affez naturel , qu'un rayon qui paffe 
d'un milieu A dans un milieu B , immédiatement con- 
tigu , foufTre dans ce milieu B la même réfraâion, 
que s'il pafibit du milieu A dans le milieu D , fit en- 
fuite dans le milieu B. En effet , foit h le finus dw- 
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cïdence, mh le finus de réfraflion dans le milieu A, 
' m'xmh le finus de réfraction du milieu A dans le mi- 
lieu contigu B, le finus de rcTra&ion du milieu B dans 

l'air , fera [pw. )=sh = m'xmk x — j ainfi 

fera le rapport des finus en pailant du milieu B dans 
!e milieu D; & du milieu D dans le milieu B, ce 
rapport fera (art. i$) = m'm; or du milieu A dans 
le milieu D , ce rapport efl — , & par conféquent le 
finus de réfraction mh du milieu D dans le milieu A , 
deviendroit mhx—~ ;= A en repailant du milieu A 
dans le milieu D ; donc en pafiant du milieu D dans 
le milieu B , le finus de réfraction fera Ar/jim', comme 
en palTant du milieu A dans le milieu B, 

iS. On peut voir au relie fur les loix de la réfrac- 
tion a travers différens milieux , notre XLIX e Merci. 
Tom. V de nos Opufi. & fur-tout le f. VI de ce Mé- 
moire, Se les art. 2f, 26 & 37; ainfi que les Mém, 
de l'Acad. de i7*7) P a g- 97- 




Hhij 



Digitized by Google 



Confidérarions fur lu Réfraction des rayons 
dans tin ou plujieurs prifmes. 

LES recherches qu'on va lire, font en quelque 
ftianiere la fuite du paragraphe précédent. Nous y don- 
nerons la théorie des rayons qui entrent ûc forcent pa- 
rallèles d'un ou de plufieurs prifmes ; théorie peu dif- 
ficile en elle-même, mais qui nous a conduits à quel- 
ques conflru&ions allez fimples, & à quelques réfultats 
qui pourront Être utiles. 

! . Soit un prifme B A C ( Fig. i S ) donc l'angle BAC 
waiHfDFun rayon qui tombe fur le côté A B , E FG 
perpendiculaire à AB, l'angle DFE^k; le rayon 
rompu FL, tel que l'angle GFL — C & lïn.-Ç=j» 
lin. k, enfin le rayon de nouveau rompu LJ, tel que 
l'angle JîiJ=», & fm. u = ~fin. FLK, HLK 
étant perpendiculaire au côté AC. » 

a.Il eftaifé de voir, en nommant LR parallèle à 

G FF qu'on ™r£FZK=FLR+RLK=LFG-h 
GAF^ia-*-C; donc on aura fin. « = — ■fin.(2«+Ê). 
On fuppofe ici , pour plus de généralité , que les cotés 
AB, AC du prifine , font placés dan* des milieu* 
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différens B, Ci Soi naît la différence des quantités 
m Ce M. 

3. Maintenant, l'angle k étant le même, fi on fup- 
pofe deux autres quantités m' & M' pour un rayon 
d'une autre couleur, on aura fin. Q = m - fin. k; & 
fin. »'= — r (in. (îe + f). 

4. Si l'on veut donc que les deux rayons fortent pa- 
rallèles, comme on fuppofe qu'ils font entrés, on aura 
»=«', & fin. «E-fin.»'. Donc -^.fin.(î4-V-G)= ~ 
fin. (îa+ff), Donc ~ fin. sa cof. £-+- cof. sa 
fin. C = -~ fin. 2 * cor £'■+- cof. a a fin. ou 
en mettant pour fin. £ fic.fm. Ê' leurs valeurs , m fin. 
& m' fin.ft, ûc réduifaut lin. îa(M' cof. Ê— JM cof. £') 
= cof. 1 a ( Mm' — m M' ) fin. A. 

/. Donc cot. 2a(Mm'— mM') = JL^El 

cot, S — Mm' cot. De plus, les deux équations 

~ ^VO -n=« c- ~ ,D °" c fl on fait cot " ^^ x > cot - ^' = ï> 
& cot. la. — a, on aura les deux équations 
<_Mm'—mM')a = M'mx—Mm\, & nn^i-t-**^ 
»V(i+^|, d'où l'on tire 
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équation du fécond degré qui donnera deux valeur» 
de x, & par conféquent de \. 

e. On pourrait tirer de la réfolution de cette équa- 
tion une valeur de x, qui étant conftruite géométri- 
quement à l'ordinaire , donriecoit la valeur de l'angle 
É, 6c par conféquent celle de l'angle Mais on peut 
trouver , comme nous le verrons plus bas , une conf- 
mifliou géométrique beaucoup plus Ample. Cepen- 
dant , comme x U\ font ici les cotangentes des an- 
gles S & & que ces cotangentes peuvent être don- 
nées par le calcul de l'équation précédente , nous don- 
nerons ici ce calcul , qui fera trouver les angles Ç, & 
4' au moyen des Tables des finus, lefquelles renferment 
aulfi les tangentes 6t les cotangentes. 

7. Nous aurons donc , après les réductions, l'équation 

XX (Ai" — M -fn = "m* (<«"— M' ) ~ 

. Joil , . «■(«■•.. KW-w-) . 

«•(*--*., i*™*- ~ , t ««_M>) * 
V (IF— JW')* M" — M'J' 

8. Donc fi on fait - jM „_ jM . = A & 

m'— ■>> ar.^ M 

^ = ±5-, on aura *=— * — 

£'), valeui qu'an peut trouver également, 
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ou par une conitruction géométrique, ou par le calcul 
arithmétique. 

p. Si on met dans la valeur de x , m' pour m, M'- 
pour AI, & réciproquement, on trouvera la valeur 
de ^= — ~ — -t — — v*) A*±^B l ), & l'on remarquera 
que Ci on prend dans la valeur de x le (igné *+■ au - 

Mm\ doit fore ■=(■»!«'— biM^coA», (art. (), 
ce qui ne pourrait: pas être , fi on prenoit les radicaux 
de ligne différent dans les valeurs de x 8c de 

10. On peut remarquer, en mettant pour cot. n 1 
fa valeur — \ — , que la quantité radicale qui 
enrre dans les valeurs de x 6t de ^, fe change en ± 

M y/fiflU'- M'^y — rtn.»^jAJW — Mm)'] 

M*) X fin.>- 

11. Delà on voit que le problème eil impoffible, 
fi on a (fin. a<t)'> i ce 1 ui en- 
core prouvé autrement dans la fuite. 

12. Si les angles 21, k, £, £' font fort petits, 011 
aura, à très-peu-près , (art. 1) — ( 2* + »*) = 
-L r ( 2a .-i-m'k), ouaM' !t -)-M'mA : = 2 Jtf a -+.ilf I n'ft J 
équation qui établit la relation entre a. & A, M& M' 
étant donnés aiafi que m ât m'. 
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13, Si on fuppofe de plus M'=M + dM, & m' = 
m-^dni, on aura 2 a, d M — ( Mm' — M'm)k = 



lt . Si h -j^^— , •« — 

eft négative, k fera négatif, c'eft-à-dire, DF tombera 
de i'avitre côté de FE. 

ij. Et fi -£^- = — , alors A fera infini, ce qui 

e!t impollible, & contraire d'ailleurs à la fuppofidon 
préfente, que m, k, G & £' font très-petits. 

ifi. Telles font les conféquences principales qu'on 
peut tirer de la folution algébrique donnée cî-deflus. 
Mais on peut trouver de la manière fuivante une fo- 
lution beaucoup plus (impie de ce problême. 

17. Puifque -5^- — — . & a,„. + e; ~ *m~' 
on aura donc, 1". - - = ~ : _ m " > ou j ce 

qui revient au même, comme on le fait par la Trigo- 
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■ =■ , 2 a & iî étant donnas , Se 




iB. Delà on tire cette conftruttion très-Ample. Soit 
mence FP ( Fig. \t> ) perpendiculaire à ^ G , & ayant 
pris FL à volonté, fuit fait FL x Fi :: R : i. Enfuite 
du diamètre £i Toit décrit un demi-cercle qui cnupe 
FO en K , Se ayant joint iK, foït tirée FS parallèle 
à /JTj.je dis d'abord que l'angle KFS=x. Car tirant 
LKS, l'angle IKL W\:\ évnloiuneiit droit, ainlî que 
FSL, fie on aura SL-.KS:-. FL-.FU: R:i; c'eft-à- 
dire, "° 8 " *|f " 7 Qr LFS=PFG+KFS= 
a.-t-XFS. Donc (art. 17) KFS=x. ' ,". 

19. On a de plus, à caufe de G,'-t-£ = ix, Sa 
£' — Z = 2y, C' = x-hy, Z=x—y, & tang. _y = 



Jongemeiit: les deus lignes égales SF, & Su, qui 



Prenant donc fur KS & fur fqn pro- 



0 F . Mai. Tom. VU. 
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foient =KSx~~ , & tirant Ff 6c F a, on 
£FF=£, & JEF«=~C. . 
lut Amplifier encore cette conftru&ion en 
nMatement, & tout de fuite, les angles 
£ & C, fans avoir befoin de l'angle tt. Pour cela, on 
ragifidérera , i?. que rang. ac:tang. (24+1):: — - 
■"ijr™^ t*"' 17); d'où, il s'enfuit que : 

A'S: ZS: : Fi : F L. 2°. Que taug. y = 
(art. ip) tang- xx— ; — — ; d'oiiils'enfuitqueuj''4-fB: 
m' — m:: ou -ïï^j 1 ; : tang.a:: tan'g.^: ; K S: SV:: 

Fi :Fn,ea menant Vn parallèle à JC i & Fï, c'eft- 
à-dire, perpendiculaire à i5. Donc les lignes FL, 
Fi, Fn font entr'elies comme • ■ ^^ ~» '■ 

ai. Donc prenant Fn à volonté' pour l'unité, Fi=i 
■ , FL= > décrivait du diamètre Li 

un cercle qui coupe FK en À" , & du diamètre Lu 
un fécond cercle, 6c joignant enfuite LK qui coupe 
le fécond cercle en V , la ligne FF donnera l'angle 
KFF = Ç. On trouvera l'angle JCF U = £' par une 
conilruction fémblable, en prenant fur L F prolongée, 
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Fn'<=Fii r 6c décrivant du diamètre Lri un cercle 
qui coupe LK en a. 

3î. On voit évidemment que le problème eft im- 
po/fible, fi le cercle décrit du diamètre Li n'atteint 
pas la ligne FK; ce qui arrivera fi en diviiant Li 
en deux également au point Z , & menant la perpen- 
diculaire ZO à FK, on a LZ<ZO, c'efi-à-dire, 

LF ~~ Fi <fa.aaX.FZ. Donc fi on a ?~ — < 
fin. a«3t(l + — ~ — ) , ou-^^<firi. 2=t, le 
problâme eft impolTible. 
2j. Er comme 1 



M'+M m'— m 



— — ■ , d'où il s'enfuit que le problème 
«■_«)(*'-«-■■).' ^ '—V 

fera impoflîble, fi on afin. i»> ~ ^ZZm — ' ce 
s'accorde avec l'article i i ci-defius. 

24.. On voit auffi que fi le demi-cercle dont il s'agit, 
atteint la ligne FK, il la coupera en deux points, ou 
la touchera en un feul , & que dans le premier cas 
il 'y aura deux folutions , dans.le fécond," une feule, 
favoir, lorfque fm. !i = ~ — . 

a'ï- On fe fouviendra de plus que x ayafit deux va- 
leurs (art. i3), y a deux valeurs auffi, corre Grondantes 
Iiij 
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à chaque valeur do x, ûc telles que tang. _y = 



26. Il faut remarquer que les angles £ fit £' doivent 
l'un & l'autre £tre <yo°. Autrement 11 eft vifible que, 
fi le rayon incident D F étoit fitué comme dans la 
Fig*i tB , c'eft - à- dire , dans l'angle EFA } alors le 
rayon réfracté FL n'arriveroic plus au côte! AC, & 
fi le rayon incident VF étoit fitué dans l'angle EFB, 
le rayon réfratté [brtïroit du prifme, ou tout au plus 
tombsTuit fur FA, & ne pourroit de nouveau fe ré- 
frafler. 

27. Donc puifque £ & £' font néceflairement l'un fle 
l'autre plus petits que po", on aura x, ou «Cpo 0 . 

28. De plus , comme il ell neceflaire pour la folu- 
tion que les lignes ou rayons rompus FL, FL' par- 
viennent ( Fig. 20 ) au côté A C du prifme-, il eft clair 
que $0° — £_& 90" — ê' ( doit être >a«. Donc aufli 
l8o ? — C— C, ou i»o" — 3 x>4^ 

23. Dans la foluticm générale précédente, nous fup- 
pofbns que les quantités R ou -j— r~~y^J — ' 
~~— , ~ ^; + ^ ' ) foienc toutes pofirives, c'efl-à-dire^ 
que M' foit >M- 6t m'>m. Si ou 
étoit négative, c'cll-à-dire, fi m' étoit <nz, ou M'<£M, 
il faudroit prendre (Fig. 19) Fi ou F£, fur LF 
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prolongée vers F, la ligne Fn qui repréfente l'unité 
reliant toujours invariable. 

30. L'angle FAG du prifme étant fuppofé aigu, a 
eft aifé" de voir que fi les valeurs de Fi & FL font 
de différens lignes, alors ie point F fe trouvera né- 
ceflairement entre les points L & i, & le cercle dé- 
crit du diamètre Li coupera iu'cc liai renient FK en 
quelque point, en force qu'il fera toujours polîible de 
réfoudre le problème, c'ell-à-dire , de dérerminer les. 
angles £' & £, par les conditions qui donnent les va- 
leurs de x Se de^y. 

31. Mais outre ces conditions nécelTaires à la fo- 
lution du problème, il en eft encore d'autres qui doivent 
encore avoir lien, fit qui réfultent des équations du 
problême (an. [ , 2 Bc 3). 

32. En effet, puifque fin, k = — ^J • = — "^ -, il 

eft clair que chacunede ces deux dernières quantités doit 
Être la même , & que de plus elles ne doivent pas être 
>], fin. k ne pouvant être>i. -' 

3;. Donc fin. £ ne doit pas être >m, fie fin. C 
ne doit pas Être >ro\ 

34. Il faut de même que chacune des quantités 
fin. (i*+£), fit -Jj? aa - (aa-J-C'J, qui repré- 
fentent les finus de la féconde réfraction au fortir du 
prifme, ne foient pas plus grandes que le finus total. 
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jy. H faut même que ~ fin. (i<t + C) , & 

fin, (21+C'Jj ainfi que 6c —-— foient l'un & 

l'autre <i i par la raifon que fi ces quantités étoient 
égales à [/les rayons émergens ou les incidens rafe- 
roient la fiirface du prifme, ce qu'on ne peut fiippofer 
dans l'expérience dont il s'agit. 

3 <f. D6nc!m.(3 tt -+-e') doit être <M' & fin.(i«.-+-4) 
j-Jlfi & de même fin. £ doit être <m, &fin.e'<m'. 

57. Quand donc on aura trouvé une folucion qui 
fadsfafle aux deux équations -^- = -^- , & 
E "- t " + " = ^"^"J t c'eft-i-dirc, aux équations 

_^_ = ^. ) & BM fr > - ;^r\ 

faudra encore que cetre folution fatisfafle aux conditions 

■ii- < ■ , ~ < . , < ' . fa '7 f ' 

<!. 

3?. Oi ces conditions pourroiem r.'étrc pas rem- 
plies, quoique les conditions Je * 6£ <ie y le luITent. 
Ca/ dan* les valeurs de tang. * et de tang. _y, dimi- 
ruions m* fit m propor:it>ni;e!!cx.en[ , air.fi quo Af' & 
M , Ici valeurs do a 6; de y referont e\-idecinie:u Us 

. 6 '- c , 

mêmes, au lieu que celles de — i— , -— r - 3 .6cc. pour- 
ront augmenter jufqu'à être > 1, - 
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3p. Poui*fendre ceci encore plus fenfible , fuppo- 
fons (Fig. 20 1 que DF foit le rayon incident, & ti- 
rons à volonté les lignes FL, FL', & enfui» L'F, 
Ll parallèles en t relies. Il eft clair que fi m, m', M, 
M' avoieiv: orur'i.lk;s l;s re!atii>:i ciii tùpoml aux angles 
rompus GFL, GFV, FLI, FLT, le problème fe- 
■ roit poffible. Maintenant (les angles GFL(C), k 
GFL'(Ç.') demeurant les mêmes ) augmentons ou di- 
minuons m fie m' proportionnellement, ainfi que M & 
M' , la folutinn pourra ceflbr ti'irn; pnrtiiile, quoiqu'on 
aie les mêmes valeurs de tang. x & de tang. y. 
4.0. Nous fuppofons dans cette folution générale 

£'<£, afin que , ou y foit pofitive ; de plus 

nous fuppoferons toujours qfc £ foit l'angle qui con- 
vient aux rayons vïoiets , fit C celui qui convient -aux 
rayons rouges ; & comme les rayons violets font plus 
réfrangiblea que les rouges , il s'enfuit que pour que 
£' foit plus grand que £, & par confdquent m">m, 
il faut que m' & m foient l'un ûc l'autre moindres que 

41. Donc puîfque les angles d'incidence sn-t-C, 

font fit doivent être l'un & l'autre moindres que 
po", ilxft clair que, £' étant (hyp.)>Q, fin. (la-HÉ') 
eft >fin. (j« + S), & que par conféquent M'>.M, 

àcaufede— — = 

42. Donc M' & M doivent Être plus petits que 
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l'iiniiii, afin que la reTraftioti des rayons fbuges (aux- 
quels appartient l'angle d'incidence sa-j-Ê') en for- 
tant du prifme , fuit moindre que celle des rayon* 
violets, auxquels (■..;■: ici- 1 angle d'incidence 

4j. Tout cela eH fondé fur ce que dans le cas où ia 
îviraJlion i':.- ui; en ;:'.!■■■ j ■■i:t: I ,.uic de la perpendiculaire, 
c'eft-à-dire , où m & m! font < i , le finus des rayons ' 
rouî-es ix inJiL^ lL.iÎi i-i;ï j lu; grand que celui des rayons 
violets , afin que l'Jc'.rf liiii moindre dans les premiers 
que ;;;-r,:: les iclxvi-.!:;. D'où .1 ni fui te que m'e(i>.fn. C'elî 
le contraire quand la réfraction fe fait en s éloignant de la 
perpendiculaire, c'efl-à-dire, où — ^- & -j^ri font>-ij 
car alors , 6c par la même raifon , le finus des rayons 
rouges reïra£les doit ùtre^moindre que- celui des rayons 
viojets ; dou l'on d/e -j- < -j- , fit Jf > .'./. 

44. Lu fjp:;.-)(ir. ». qi e ;.;iui am i, i; de j:s i\ ,1/ 
f;l.i« pticn r:-,iu l'uni:* , aiuli que m' A; .W, ell la plus 
tut-irillc j-fs .r ,ip; li--jcr les cjlcui- p:ti.Ci!ei's aux Cï- 
p.'rierce- u prifme plari dans :ic.i> miliLUi B, C, 
plus rjres que lui, cjc au partage du milieu B ihm 
le prifme, q.je n.iiiî fnppofons repréfew*r k milieu 
A !î. i , art. i],ite(!<i, -»Ji que flf, puifgue 
la îélrj^iinti du mineu B djr.s le p:it':ue fe fait en 
s'ap, nu l;ji;; .e 1.1 î-r.vsrHituUire, 6t eue la ccTraclion 
du prifme c; , 5 le milieu C fe fais en s'en exigeant, 
ce qui donne — > i , & t. 

*5- 
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'45. Nous fuppofons encore ici que fi m eft <; 1 , 
m' fera plus petit que 1 , & réciproquement fi m eft 
> 1 , m' fera plus grand que 1 ; & qu'il en fera de 
même de M par rapport à M'. Cette fuppofition eft 
légitime, car fi des rayons d'une couleur fe brîfent 
en s' approchant ou en s'éloignant de la perpendicu- 
laire , il en fera de mcme des rayjiis d'une autre cou- 
leur quelconque. 

4(T. Suppofant toujours que £' fok l'angle qui con- 
vient aux raio:is rougi;;, c'clï-à-dire, aux rayons les 
moins réfrangiblee , & & celui qui convient aux rayons 
violets, c'ell-à-dite, aux plus réfrangibles ; il eft clair 
que fi m' & m font plus grands que l'unité , On aura 

m'<;m, & par conféquent £'<£, à caufe de ; — = 

— * — ; 6c dans ce même cas les rayons rouges qui 
donnent l'angle 2 <t+£' devant Être moins réfraftés au 
fortir du prifme , que les rayons violets, on aura (à 
caufe de a ° ,( '^ { ' L p J^ :l^ L- ) _ > M'<M, & par 
conféquent M' & Af>i. 

47. Donc fi m' eft ^ m , on aura auflï toujours 
M'~^M, fit par conféquent m' — m, & M'— M fe- 
ront toujours de même ligne; au moins tant que C Se 
£ feront pofitifs. 

48. Au contraire , fi Ç & Ç font négatifs , ce qui 
Pf , Mst.Tom.VlI. KA 
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rend néceifairement k négatif, c'eft-à-dire, fait tomber 
le rayon incident DF dans l'angle EFB, & que m' 
ainfi que m foient <i, ce qui donne tn'>m, & 
£1>ej alors ^^£I„ ,^t^ { .L, ou plutôt 
fct»-') „ donnera M'<M. Or les 

rayons rouges qui donnent l'angle d'incidence 2*-l-£', 
ou plutôt 2 a — G', devant eue moins réfraaes que les 
rayons violets qui donnent l'angle si- G, il Faut né- 
ceflairement que M' & AT foient tous deux > i. 

«. Ce fera le contraire fi C eft <€, ce qui donne 
m'<m, m' & m> i , M'>M, M' & M<i. 

jo. On voit auQl que les angles £' & £ doivent 
Être tous deux de même figne , c'eft-à-dire, tous deux 
politifs ou négatifs, puifque par les loix de la réfrac- 
tion , l'un ne fauroit être d'un côté de la perpendicu- 
laire FG, & l'autre de l'autre côté. ( 

f t. Il faut bien remarquer que quand on conclut de 
G'<6, que m' elt^m, on fuppofe que les angles C 
& G aient le figne -t-, foit qu'ils tombent (Fig. 18) 
dans l'angle BFG, ou dans l'angle AFG. Car fi on 
fuppofoit en général S'> ou <£, fans avoir égard 
au ligne, il .eft clair que quand g' fetoit négatif, on 
auroit (en faifant C'*<=— ^, & £=— ï)~ <<— ï» 
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d'oli f<i, 6c (in. ! '<l]i..;',H(ic».licfc-ÎLl« = 

^2. Dans le cas où m' eft <m, & M'<;itf, les 
lignes Fi & F£ doivent £-tre l'une & l'autre de ligne 
contraire (Fig. 1$) à la ligne Fn que l'on prend pour 
l'unité , & le rapport de Fi à FL doit être celui de 




à l'unité' , rapport dont la valeur eft 



pofitive. Ainfi pour appliquer ici pins aifément la conf- 
trudïon générale de l'art. .8, il faut prendre l'unité 
Fn négative 6t Fn' pofitive. 

S3. Par ce moyen, l'angle £' ou KFu fera < l'angle 
£ ou KFV, comme cela doit Être dans le cas de 
m'<m & de M!<M (art. *jr). 

Lorfque £' fit £ font pofitifs, c'ell-à-dire, placés 
dans l'angle GFB, ta. ne fauroit Être ni égal, iii>s>u°, 
car po° — £, & po" — £^ne pourraient £tre alors >2a, 
comme cela eft néceflaire (art. 18), ce qu'il e3 aifé de 
voir d'ailleurs par la (impie infpeilion de la figure ; 
puifque fi l'angle BACdn prifme était droit ou obtus, 
le rayon rompu FL ne pourrait arriver au côté AC. 

On remarquera que x étant pofitive, fie <so°, 
comme elle le doit toujours Être, puifque £' & £ font 
chacun plus petits que 50°, l'angle ne fau- 

roit Être >9°°, ni par confdquent tang. (ïk+ï) 
négadvei car fi a «-(-se ou éfoit >po°i 

Kk ij 
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il faudrait qu'au moins un des deux angles £' , Ê, par 
exemple , C fut tel que'att-t-C fût > 9 o°. Or nous 
avons vu (art. 38) que cela ne fauroit être. 

;£f. C'eft ce qu'on peut encore prouver directement, 
en conlirMrant que il £' & £ font pofuifs, m' — m & 
M' — JU feront de même figue; que par conféquent 
(art. fa) Fi fie F L feront pofitives l'une 8c l'autre, 
& que l'angle LFS forme" par FL 8c par la perpen- 
diculaire FA à LK, fera < S o°. Or cet angle LFS= 

j7- En fuppofant £' & £ niigatifs, c'eft-à-dire, placés 
dans l'angle AFG, (8c par conféquent le rayon inci- 
dent D F placé dans l'angle EFB) il peut arriver que 
É' & £ foient >sa, auquel cas on aura £' — sa, & 
€ — 21, pour les angles d'incidence a.u-dedans du 
prifme. Pour lors fi £' eft>£, on aura m'>m, Ëc 
m', m chacun plus petits que Fuuité; on aura de même 

{ à caufe de '^T'*' = ~^~) AV> M > & 
à caufe que M' appartient aux rayons rouges, c'eft- 
à-dire, aux moins réfrangibles , fie M aux violets, 
c'eft-à-dire, aux plus réfrangibles, on aura M' & 
M<s. 

;8. Suppofons maintenant que £' & £ foient néga- 
tifs, Éc<aa. on aura —-=-—, ou 3^ = 

"■'—m ' ^ M' ™ !« » 0U 
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5p. On fera fur ce cas des remarques analogues au* 
précédenres, en fgppofant É'>, ou <£, & on re- 
marquera qu'ici Fi & FL font de différer» lignes; 
c'eft fur quoi nous ne nous arrêterons pas davantage. 

60. Nous remarquerons feulement que dans le cas 
où les angles d'incidence FLK (Fig. 21) feroienc . 
l'un a« — S, l'autre £' — 2*, c'eil-à-dire , oii les deux 
rayons rompus FL, FL', tomberaient de différens 
côtés de la perpendiculaire FZ , alors les rayons rom- 
pus au fortir du prifme , feroient néceffairement di- 

, , . fa.FLK Bn.FL'JT 
vc/cns , 7:11-:.: :r.C:r.ï. en Juron ■ ^- , 

parce que les rayons rornpus ne tomberuient pas du 
mÊme côté par rapport à U perpendtculaire i ainfi 
U folucion feroic împofliMe réellement , quoiqu'il pue 

arriver que don* feulement les quantités & — — 

fulïent égales, mais encore les quantités — fin. (2*— G) 
& — fin. (aa — £'). Il eft vrai que ces deux dernières 
quantités fe trouveraient alors de différens lignes , 
ii — £' étant négatif (hyp, ) , ce qui indiquerait fuffi- 
famment l'impofiibilité du parallélifme des rayons ait 
fortir du prifme. 
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Si. Si a« ell = ou >9o a , alors les angles d'in- 
cidence au-dedans du prifme, feront ndcelfairenient 
3* — S' &. aa— £; car nous avons vu ci-deflus (art. h) 
qut dans ce cas les an-,bs S' & S ne peuvent Ctre placés 
dans l'angle GFB , maïs dans l'angle AFG. 

(fa. Dans le cas où les angles d'incidence fur le 
cota" -JG du fJrifme, font ai, — C & n— C, l'angle 
a a peut cire droit ou obtus ; niais il faut alors, pour 
que les rayons arrivent au cûré AG , -fit par confis- 
quent pour que \c . ■ "Ueme fuit poffible, que so"-r-S 
& po Q -è- £' foient >it, comme il elt aifé de le voir) 
donc 11 — £ 5c :i — 5' doivent Être <so", ainii que 
a a — x 

6 j. Donc ii l'angle ou 3 a. eft droit, les rayons 
parviendront toujours à lafurface^ïG du prifme, puif- 
qu' alors po a -t-£' & po-f-E feront évidemment > a a ■= 
po°. Il n'y auroit d'excepté que le cas de £' = o, fit 
de £=o, qui donneroit A = d, celî-R-dire, le rayon 
incident DF perpendiculaire à AF. 

6$. Enfin, lorfoue £' fit ê font négatifs fit >2i, 

on aura les équations — • — = — ; , âc 

""ï-ï iM'— Af 

conftruftion analogue à celle des art. 17 6; iB. 

if;. Dans la même hypothèfe de £' fie £> a a , U 
cil clair que fi C e[t<£, on aura m'<m, M'<M t 
fit m', m, ainfi que M' fit M> i. 
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66. Puifque - 
ainfi que ,t, efl (onjours <~s>o"; il elt clair, 1". que 
Ci R ta pofitif & > i, on aura tang. ( aa . + 1) > 
tang. x. î°. Que fi Ji ell négatif, on aura lang. < 3 * + s; ) 
pofitive, Il je ell négatif, & par conféqiient !»>£ 
& >£', & que dans ce cas x ne peur être pofitif, puif- 
qu'alors tang. (w+x) feroit négative, & (n+j;) 
>po°, ce qui ell impollible. Enfin, que Q R efl 
pofitif & plus petit que l'unité, on aura tang. (n+i)< 
tang. je, ce qui donne x négative, & !>2=., ou £ & 
£' négatifs, & > îa. 

6j. Donc fi R efl politïf 6c > i , Ûc que fin. 21 
ne foit pas ï> ~ — *, on aura la première folution, 
qui donne x pofitif. Si R efl négatif, on aura la fé- 
conde folutîon , qui donne x négatif & <Ca«, & la 
folutïon fera toujours poflible. Enfin, ft R efl: pofitif 
& < 1 , Qn aura x négatif & >2i, pourvu que fin. 2a 
ne (bit pas > — — 

S8. La condition de R pofitif, donne M'>M Se 
lrf>m, ou M'<M & m'<m, &. celle de ou 

■< 1 donne "Z. , ou ■ "Z, 

• il'— M < ' Al— M' < 

- -, donc dans le premier cas Jfu' + Jf'^- 

Mm — M'm < M'at-j-M'm — Mm' — Mm, ou 
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Mm'^M'm, c'eft-à-dire , ~ <-^-) & dans le fé- 
cond cas — Afm'< — M'm, ou -^-<^r- 

6ç>. Si = , il eft aifé de voir que j^r^jf 

= , qu'ainfi rang, x = tang. ( î « ■+■ x ) , que 

les points /, £ fe confondent, & que le problème 
(art. ia) eft impollible. 

70. En général & dans tous tes cas, le point elTen- 
rîel pour la folution de ce problème , c'eft que les 
rayons FL, FL' (Fig. 21 ) arrivent a la furface AG 
du prifme; car s'ils y arrivent, on peut aifément ima- 
giner des loiï de réfraction ( c'eft-à-djre , des valeurs 
de M & M') qui rendront parallèles les rayons émer- 
gens LI, m. 

71, L'équation "° E ' ( " + " ) = ~, donne non-feu- 
lement la valeur de x, celle de 0,0. étant donnée, niais 
encore la valeur de n, x étant fuppofée donnée, ÛC 
cette valeur fe trouvera par l'équation 



la valeur de tang. la. 

jt. Dans ce cas l'angle KF$ = X 9& donné clans 
la 
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la Fig. ip, & la pofiiion de FL eft inconnue ; pour 
la trouver, on prendra fur S KL perpendiculaire à 

FS, h ligne SL— ' i & on remarquera de 

plus que VS doit toujours être à SK : : m' — m eft à 
m'-i-m. D'où l'on connoitra l'angle J ifP = 2s=* ' 
KFL, & la pofition des deux rayons réfraâés FF, 

75. Les folurions précédentes ne font que pour deux 
rayons. Vil y en avait un plus grand nombre, par 

tions pour chacun des rayons pris deux à deux , & il 
faudrait de plus que les résultats de ces deux folution» 
s'accordaneiit , c'ell-à-dire , qu'en nommant x la demi- 
fomme des angles £ fie y leur demi-différence , x' 
la demi-fomme des angles G fit C" , fit y 1 leur demi-r 
différence, les quantités x — y & — y' qui expri- 
ment l'angle £ fufiem les mÈmes de part St d'antre, 
ainfi que les quantités x-\~y, &i x'~t-y' qui expriment 
les angles Ç & 

74, Suppofons, pour plus de finiplicité, que le rayon 
incident DF fe partage en entrant dans le p-ifivse, en 
plulieurs rayons de nombre pair, & faifant tous en- 
cr'eux des angles égaux, alors il eft clair, i°. que la 
demi-fomme x des deux angles extrêmes C, fera , 
aufii celle de deux angles également éloignés des loi;; 
Op. Ma:. Tom. VU. Ll 
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extrÊmes; que la demi- différence y doit fuivre une 
progieilton arithmétique , dont le plus grand terme 
fera celui qui répond aux deux angles extrêmes. Donc 
le6 valeurs de ni, m', M, M', doivent Être telles pour 
chaque valeur de x & de y; i°. que la valeur de a; 
demeure la même; a 0 , que les valeurs dey foient en 
progreflion arithmétique. 

7j. Suppofons M' — M=dM, fit m' — m=dm,on 
aura — = à ' [is -pei-p r ès -%r ^ f- > & tang. ^ 
i-, * J " & ~. Il faut donc que — — foit la mÊme 
pour Chaque paire J' angles. 



lutwin j;"efl qu'approchée; mais eUe futiic pour notre 
objet, parce qu'il ne k'agit pas ici (fine précifion ab- 
fotumer» eéométTique. Sur quoi voyez le Tome Ifl 
de nos Opufeules, pag. 320 & fuiv. 

77. Un Mathématicien qui a traité cette même ma- 
tière , m'accule d'avoir dit qu'il ctoit néceffaire que les 
qtfantités dm, dm', dm" , *c. ainfi que dM, dM', 
dM" &c. Juffem t" progrtffioti ariïfrrrtftiqut , pour que 
tous les rayons à-la-fois fortifient parallèles, & pour, la 
parfaite deitrutlion des couleurs, tant dans le prifme que 



■jS. 11 faut de pli 
terme qui donne-i 

« n g- y=y> k Cluft 



> remarquer qu'on néglige ici le 
ic dmdM; & qu'on luppofe 
>}ue y eft fort pétir. A'mlî la fo- 
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pas abfolument nécefiaire. Il a feulement oublié de 
citer en entier ma propofition, qui exige que les quan- 
tité! foient en progrefEon arithmétique, ou que les 
différences âm, dM, Sic. foient en raifoit conjianie. 
Voyez l'ouvrage & l'endroit cité , Tom. III de oies 
Ofufi. art. 78-1. Je n'ai donc pas dit que la progrelEe* 
tritbtnétique fut ici abfolument néceffiure, comme Je 
critique l'a fuppofe. 

78. M. Lesell, favanr. Géomètre de Pereribnurg , ■ 
ma communique" une autre conflruclion trèjiéléganre 
du problème de J'art. 1 7 , condruttion qu'on peut dé- 
montrer en cette forte ; puifque - — — — — — ~ R , 
on aura donc l'équation ■ it^t^—L . = fi , d!où 

R __ - = lin.{2g+^)cof. x-t-fm. ïcof.(2a-i-3:J:_ 
ujl (2*-j-3c) cof. x — fin,^cof. (aa.+ jc) = 
— ! rin . Tout fe réduit donc , l'angle FAL=a,<t 
(Fïg. 2î) étant, donné, à faire en forte que -~- = 
-~- i car il eft clair qu'alors l'angle AFL fera = 

7P- Pour trouver la poflàonde F L, telle que 
' »' n'y a qu'à tracer d'un, point £ quelconque 

Llij 
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de la ligna AL comme centre, un arc de cercle du 

rayon — — — , lequel coupera la ligne AFZ 

en queique point F. 

80. On voit clairement que fi le problème eft pof- 
fibie, le cercle décrit du rayon LF coupera la ligne 
AF en deux points F, F, ou du moins la touchera 
quand ces deux points fe réuniront ; il elt clair aufii que 
le problème fera impoflible, fi on a — -j, — > l i 
puifqu'alors fin. (za+ixY feroit > i , & que d'ail- 
leurs LF qui eft = ' -- feroit <LR = AL 

fin. xa-, d'où il eft évident que l'arc décrit du rayon 

—g- — — ne pourrpit couper la ligne AZ. 

8 1 . Dans le cas ofi 2ft * = 1 > a '° rs ' es 
points F, F fe confondent, & le cercle décrit touche 
1a ligne A F. 

Si. Puifque J( = (art. 17) ^;Z^{ m Zî} ' ' ^ 
aifé de voir que R — \ = iMm' — iM'm & 
s M'm' — îMm, d'où la condition de fin. 3» l >; 



8j. Comme tout finus répond à deux angles com- 
plétons l'un de l'autre à iSo", il eft clair que pour 



DES RAYONS. 2 s s 
chacun des deux points J'Y on aura deux valeurs de 
as-f-aac, complé mens l'une de l'autre à 180", c'eit- 
à-dire, AFL fit QFL; il femble donc d'abord qu'il 
y aurait quatre fouillons , mais il eft aifd de voir que 
ces quatre folutions fe re"duifenc à deux , puifque l'anglé 
obtus AFL eft ■= à l'angle obtua QFL, fit l'angle 
aigu AFL= à l'angle aigu QFL. 

84. Si on fait LO = FL, & qu'on (ire FO, & de 
plus FG perpendiculaire a AF, il eft aifd de voir 
que l'angle GFO = =c; car a caufe de LF — LO, 

on a LFO = <)o a ~ = po° ■ 

•=ço" i donc ajoutant ou étant 

l'angle G F ' L — a»-+- 3 x — 90° , ou so° — 34— 33c, 
on aura l'angle GFO^x. 

8j. Pour trouver les angles £ & il faut mener 
à volonté 1 GK perpendiculaire (Fig. 33) à FO, (on 
fera de même pour l'autre ligne fo) fie prendre K V= 
ku, fit telles que KV= GK *^ m Mais notre 
folutlon de i'arr. 20 paraît un peu plus limple, en ce 
qu'elle donne tout de fuite, fit par une feule conflruc- 
tion , les angles £' 6c Ê, fans avoir befoin de l'angle*, 
& que de plus elle donne aulTi ce même angle x très- 
aifement (art. 18). 

85. Puifque fin. (aa + 33t)=: "^~TT~ ~ 
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— x fin. 2<t; il eft clair que x étant fuppofée 

pofitive; c'eft-i-dire , C & C pofilifa, M' m' — Mot 
ne fauroit Être — Mm' — M' m ; en effet, il faudroit 
pour cela que (M' — M) ni fut = (M— Jf )m, 
ce qui donnèrent M'= M , fuppofitïon illufoire. On 
voir auftï que >ï — 1= R+i (ce qui eft la même 
cfcofe que M. ni — M' m = M' m' — AT m) donne- 
roit fi = OC, & par conféquent M' — M=o, ou 

87. Dans le cas de fin. :i=i, a: étant pofitive,. 
le probffime eft impoiTiblc, car Toit que R foit > ou 
<;i , -î-i — eft une quantité pofitive ou négative > 
que l'unité, a'tnfi *( R +'\ e j. toujours ;> l'unité 

pofitive ou négative ; donc la valeur de fin. ( 2*-t-ix) 
eft illufoire. On remarquera que dans le cas de x po- 
fitive ; R eft toujours poficif (art. 57). 

88. Si Mm'— M'ta=o , ce qui donne ou M=M', Se 
m'=m, fuppofidon illufoire , ou ~- = — -., on aura 
fin. 2*+ nx — oo , & par couféquenr le problème 
impoffible. Toutes ces conséquences peuvent aulli fe 
déduire aifément de notre folutinn. 

Es. Si l'on veut que le rayon émergent foit .paral- 
lèle à l'incident, il eft aifé de voir gue l'angle de ré- 
fraction à la fortie du priïme doit être — %*. +k, Se 
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qu'ainfi on aura - ■ °' ( *' + ^ = fin. (zg-frfe) , donc 

lfci.+ e)-Hi"n.|i.+t] itf-(-, 

Sn.(L. + C)_fi„.( I . +i ) = M—, '' °" ^ 

— — - — - * - = J ^"*" ' On a suffi fin, ft = 

-*(-^ ) 

-=»!, on aura - — =, 

; & en faifant le fécond membre =3 



— , on aura une conftruâïon tout-à-fait femblable à 
celle lie l'article 1 S , en prenant Fn = I , ti = 

j». L'équation fin. (a«+£) = -^ r fin.(î«4-C) 
pour le parallé^fme des rayons cWrgens, Ad'équation — 
fin.(5aH-Ê)=fin- pourlepar.illélifme du rayon 

émergent à l'incident , donnent deux valeurs de tang. 2 a , 
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favoir, tang. ia=— ZZc~ > & 2 * = 

fa.*— # 

— _^ — ! . D'où l'on tire, en réduifane & mettant 

pour fin. S' 6t fin. S leurs valeurs m' fin. k fie m fin. h, 

(— f)+.""(t-- «)-"■ 

yi. On a de plus fin. £= m lin. & fin. £'=. 
m' fin. k ; donc fi on fait fin.A = *, fin. £=.?, 

S2. Donc fuppofant u = u, & faifant difparoître 
les radicaux , on aura une équation du fécond degré 
qui donnera la valeur de u , & qui fera l'équation de 
condition pour le double parallélisme; d'où l'on voit 
que, la loi de réfra£tion étant donnée, l'angle la 
du prifme doit avoir nécefiairement une certaine va- 
leur, pour que ies deux parallélifmes aient lieu à-la- 
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a* fût impoffible, fi fin. n fe trouyoit imaginaire, ou 
négatif, ou = o, ou > i ; ce qui dépend des valeurs 
de m, m', M & M'. 

33. On peut mettre l'équation précédente fous cette 

f , j V ) 

forme plus commode , — ■ — — 



■'(ir-i) 



(■~F)(-4r) 

Et fi on fuppofe m'^m-hdm, M'=M+dM, 

( ,_. y l _ ). 

oui donne en réduifant , (M^m — MiM)VJ,i — a;3c) = 
(M— m)x— mdm. ^ ----i-(im— iflB)V(i— M'**). 

En faifanr. ix=j/, & faifant évanouir les radicaux, 
on aura une équation qui fera la même que la réful- 
tante de celle que^noiis avons déjà donnée pour ce 
Qp.Mnt.Tom.VU. Mm 
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même objet dans le Tom. VI de nos Opufc. pag. atf; , 
arc. ij. 

Sf- On peut Amplifier cette équation en faifant 
— ~ = uu, ce qui donnera (M dm — mdM)V{uu — i ) 
+{dm— dM) ^(u'— «'), ou 

(Mdm — mdM)V{ir.' — -i).V(u'- — m') — — Mmdm-h 
m'dM+u'dm—u l dSiï, & en quarrant & rdduifant 
(u4_ „»_ m'u--)(Mdm— mdM)>>*=iu'{dm— dM)x 
( — Mmdm -\- m' d M) -h u^dm — d M)' ; donc 
( u . _ , _ m' )( M dm — m dm)' = { 2 dM—zdm ) 
[Mmdm — m l d M) ■+■ u 1 (dm — dM) 1 ; & u'x 
[( M d m — m d M )' — ( d m — d M )' ] = ( i -+- m> ) 
{Mdm~mdMy-t-(idM—idm)t,Mmdm~-m>-dM)i 
fuppofant donc m — M=a, & — = , on aura 
u'(M'dl" — d a >) = M*(\+m*)dfi* — nmdadï.M' 
= M*dt» + (M*mdf-~di,)> — da'i ou (a' — 1) 
(M'dJ 11 — da') = M'mdl' — du)'; donc à caufe de 
u 1 — 1 =— = (coc. A)', on aura cot. k = 

-iggrjL., * „„ E . s 

quantité dans laquelle on peut mettre encore M/ 1 au 

lieu de m, & au lieu de M; ce qui donne une 

folurion allez fimpie du problÉme , lorfque le problème 
pourra en eSèt fe réfoudre , c'eft-à-dire , lorfque les 
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coiulmo:is de l'air. ;i & fuiv. fecoiît nlilvîrvées. Noi.j 
ne croyons pas néceftaire d'encrer là-delTus dans un 
plus grand détail. Nous obferverons feulement que li 
la valeur de tang. ia, déduite de l'art. <jo eft ici né- 
gative, il eft néceffaire aufli que k (bit négatif, c'cft- 
à-dire, que le rayon incident DF tombe dans l'angle 
EFB, puifqu'en écrivant -i* au lieu de a*, l'angle 
FLK eft alors —fi — 2a, au lieu de Ê+is. 

ptî. Il eil temarquable que fi a eft très- petite, les 
termes où eft xx s'évanouiront , & le double parallé- 
lifme 11e pourra avoir lieu fans une équation entre m:, 
dm, M, dM, favoir, Mdm — md M = dm — dM, 

ou -^~-^-~~T' ce qui s' accor de encore avec le 
Tom. VI de nos Qpu/E. pag. 2S3. 

97. Au lieu de chercher l'angle 2 a par les valeurs 
données de m, m', M, M', il feroit plus finiple de 
chercher quelles doivent £tre les valeurs de ni, m', 
M, M', celles de u Et de k étant fuppofées données, 
pour fatisfaire ou à l'un des deux parallélifmes , ou 
aux deux à-Ia-fois ; on aura pour cela les deux équations 

•^ ~~~7J" = P our ' e pwaUâifme des rayons 
émergens entr eux, - C "' ' l ^tf i. _ c„_ „ our 
celui du rayon émergent au rayon incident. 

98. De là on tire les valeurs de M & de M', les va- 
leurs de m oc de m' étant d'ailleurs ce qu'on voudra, 

Mm ij 



Digitized by Google 



27 5 SUS. LA RÉFRACTION 
& ii eft clair, j". que fi on veut fatisfaire au feul pa- 
rallélifme d'un des rayons émergens avec l'incident, 
il fuffira de trouver M, par l'équation ■ "^ ) ) = M, 
M étant d'ailleurs ce qu'on voudra, a", Que fi on veut 
fatisfaire au feul paralléiifme des rayons émergens , il 
fuffira de fuppofer le rapport de M à M'= i 
M & M' étant d'ailleurs ce qu'on voudra , pourvu qu'ils 
fatisfaflent à ce rapport. 

î°. Enfin que pour fatisfaire aux deux parallélifmes 
à-la*fois, ii faut avoir M='~^~-, & M' = 
Mlin,(-..-t-e) fi n . (..-1-0 

&>.'(>«-•-«) ™ fin.(. .-(-*; ' 

pp. Mais cette méthode de déterminer M, M' , m 
& m' pat l'angle aa. du prifme , a l'inconvénient que 
les quantités M, M', &c. étant données par l'expé- 
rience, ne dépendent point, comme l'angle ia, de 
la volonté de l'obfervateur. Au relie, il demeure conf- 
iant par toute cette théorie , que la prétendue expé- 
rience de Newton , fur le double parailélifme des rayons 
émergens entr'eux & avec l'incident , eft au moins tris- 
douteufe , & qu'ainfi M. Klingenflierna n'ayant appuyé 
que fur cette expérience fuppofée, la faufleté de la loi 
de réfraQion avancée par Newton, la faulTeté de cette 
loi reftoit encore à prouver, comme nous l'avons déjà 
montré dans le f. I de ce Mémoire. 

100. Ayant trouvé par les méthodes précédentes 
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quelle doit être la direction du rayon VF, foit dans 
l'angle EFA, foit dans l'angle EFB , pour que les, 
rayons émergens foient parallèles entr'eux ; fi l'on joint 
au prifme F A C un autre prifme, donc une des faces 
foit coïncidente avec AB, & dans lequel le rayon 
D F entre perpendiculairement , il cfi clair que l a ré- 
fraction fe fera dans ce double prifme , comme dans 
le prifine fimple BAC. 

loi. En général , s'il y a deutf prïfmes , & que les 
rapports de réfraction en fortant du fécond prifme, 
foient — , —, on aura, pour le parallélifme des rayons 
émergens, les équations fin. Ê = W fin. h, fin. £'=m' 
fin. ki-^Cia.( x *.+ Z) = ùn.k;~ fm. {la. + £') = 



2°. fin.{2a-1-Jc)cof._j'= — — — fuip^cof-ii 




'm+m' 




3 0 .fm.^cof.(2<i -(-*) = 

JW— M , , 

x fin, ï cof. h ; 



)= *£* Cm, u crf t + 
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La féconde & la troifiéme équation donnent , en 
les divifant Tune pat l'autre , ■ S -^ rtgy — 

1 Af+iW ' ) »ng- ; -I- I M'— M ) Mg . h 

10]. Soit M' = M-i-dM, m' = m-hdnt, dM. fie 
étant très-petits , on aura _y & u très-petits , d'où 
Ton tire les équations approchées , 

TMrcn|.;. 



Or tang.( 2It ' + ï ) = (fin. aa'cor.ï+fin.^cof.2"'): 
(cof.îa'cof. ï — fm.^fin.2a') = (en divifant le nu- 
mérateur & le dénominateur par cof. 2« cof. ^) 



1 Mg.<rtUg.*> ^ 

104. D'où l'ordre, à caufe de tang. ï = -^- = 

«»t"-**' & de K _ 4. K ( r ln , 2 *■ 

cof. ï+fin. çcof. a*'): {cof. a* cof. ï— Gu-ï fin. V) 
= il (tang. a *'+taog. l) : ( i — tang. 1 tang. 2»'J , 
une équation finale en se; ce qui n'a pas befoin d'être 
expliqué davantage, ^' ' '" 
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iieu de prendïè x 



pour inconnue , on pour- 



it prendre :;, & conildcrer que - 



[(fui.a«w-*)(cot(î«-4-»)cof.a E )-i-ûii.{a*-f-*) 
(fin.(a< 1 +*)fiii.a<i)]:[fui.(3(t+*)coi:(3«-H*) 
Cof.2* — cof.(a<H-;t)cor. (24-1-*; fin. 21} On 
mettra dans crac quantité au lieu de lin. (n+i] & de 
cof. (21-1- w), leurs valeurs M fin. 5 & v'( 1 — M ' fin. f ), 
membre de l'équa- 



a lieu de tang. 7 K di 

tion , fa valeur — 

fi v ^' — 

lofi. S'il étoit queflion de ri 
parallèle à l'incident , on aui 
blables , en mettant p. au lieu 
p.. Mais en voilà aflez fur l'c 



e équa- 



s recherches , 
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f. III. 

Sur les couleurs qui Je forment au foyer des 
Lentilles, & fur les dimcnjions de ce foyer. 

i. Soit CD une lentille ( Fig. 24 ) , A B R le rayon 
qui paffe par l'axe, & que je nomme rayon central, 
R le foyer des rayons rouges infiniment proches de 
l'axe , V celui des rayons violets , if £ l'aberration 
de fphéricité des rayons ronges, fi', celle des rayons 
violets. 

2. Je fuppoferai pour plus de l'implicite" V £'= R L , 
ces deux quantités étant en effet très-peu différentes 
l'une de l'autre ; il feroit cependant facile d'avoir égard 
à leur différence , Il on le jugeoit nécelTaire. 

3. Cela pofé, il eft clair, i". qu'il y aura du rouge 
dans tous les points de l'efpace. RL,6l du violet dans 
tous les points de l'efpace VU. a". Que depuis R 
jufqu'en V, on aura le foyer de tous les rayons infi- 
niment proches de l'axe, depuis le rouge jufqu'au vio- 
let, en procédant par degrés infenfibles. 3°. Que ie 
foyer total occupera en longueur fur l'axe, l'efpace 
R L. Qu'en R il n'y aura que du rouge, & en L que 
du Violet. [°. Que fi on prend un point r entre R ôc 
i, la couleur en r fera formée de la couleur dont le 

foyer 
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foyer ell en /-, plus de la couleur rouge qui s'étend 
jufqu'en L, plus de toutes les couleurs entre R & r, 
qui s'étendent jufqu'à ia limite t, en prenant rl=RL. 

4. Diflinguons maintenant trois cas, celui où le point 
L tombe en V , celui où il tombe au-deflbus, Ôt celui 
où il tombe au-deflus. ... .. . \ * j 3 b 

î. Dans le premier cas, où les points V, L (Fig. aj) 
fe confondent , il y a en L du rouge & du violet, & 
par conséquent aufiî toutes les autres couleurs inter- 
médiaires, & k lumière en Fol L eft blanche, en 
r, entre Jî 8c £, il y aura une couleur formée de 
toutes les coideurs dont les foyers font entre R & r; 
Se en Z, entre V ta L], fi on fait ZZ'^RV =. 
/-'X', il y aura une couleur formée du mélange de 
toutes celles qui font entre Z & V , puifque par l'aber- 
ration de fpliéricité , ces couleurs fe trouvent dans la 
ligne Z'Z. 

6. Dans le fécond cas où L eft au-deifous de.f", 
i". G on;preod (Fig. aS) Rr<RL, la couleur en r 
fera formée de toutes les couleurs dont les foyer: fout 
entre R & r, & la couleur en L, de toutes les cou- 
leurs dont les foyers font entre R 6c L ; 2". fi on prend 
un point 1 entre £& V, la couleur en i ( faifant i \t'wm 
RL) fera formée de toutes les couleurs qui font depuii 
r' jufqu'à i. j". Enfin , fi on ,"prend un point Z entre 
V écL', alors faifant Zï — RL= VL, la couleur 
en Z fera formée de toutes les couleurs qui font entre 
r l*.V. , . ... 

Op. Mat. Tom. VIL Nb 
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7. Dans le troifiéme cas où L eft au-deflus de V, 
[Vts. 27) on verra de même, i°. que la couleur en 
r entre R & V fera formée de toutes les couleurs dont 
les foyers font entre R & r. 2 0 . Qu'en elle fera 
blanche & formée de routes tes couleurs. ;°. Que 
depuis V jufqu'en i, elle fer» encore blanche par- 
tout, fk formée de routes les couleurs. 4°. Qu'en Z 
entre i & G on fait 22"= JfL= fi', la cou- 
leur fera former riu Huitc:. ies couleurs dont les foyers 
font entre Z & V. 

ï. De-là il réfulte que dans le premier cas (Fig. a;) 
il n'y a de blanc qu'au feul point V ou L ; que dans 
le fécond (Fig. aS), il n'y a de blanc en aucun en- 
droit de RL, & que les couleurs les plus fortes fe- 
ront dans l'efpace VL , comme étant formées d'un plus 
grand nombre de couleurs réunies , & que dans le 
troifiéme cas il y a ( Fig. 27 ) du blanc dans tout fdr 

Y 9 . De plus, dans le Tecond to», fi on fait fO-- 
RI., & que OfiA entre R & /. (Fig. 28', il eft 
viliMe que le point L renfermant toutes les couleurs 
qui font depuis R nifquen I, ôt le point V toutes 
«liée qui (bol danois f iuf'|u'e;i O , toutes les cou- 
leurs qui loni enire L & O , fe trouveront en £ & 
er. f, & pa: coi.lcquent a'ilfi dant muî les points de 
LV. Si le point O tombe en L, il n'y au:* que h 
feule couleut L qui fe nouve dans mus îei points de 
i^, & fi RO>RL, A n'y aura auciuie coideur qui 



Digltized by Google 



AU FOYER DES LENTILLES. a8j 
fe trouve à-la-fois dans tous les points de LV, 

10. Il y a un peu plus de difficulté à déterminer le 
mélange des couleurs dans l'aberration latitudinsle, Bc 
U plus petite image qui eu réfulte. Nous fuppofemns 
pour plus de facilité que Ses rayons tombent tous fur la 
lentille parallèlement à l'axe, Êt nous remarquerons 
d'abord qu'en conféquence des formules données (Tome 
III de nos Opufiules, pag, 75, art, 18;) nous aurons 

J- = ïl£=!l + _!1 (£=L) ( a _j> ++ pj 

7 (> -1 t y. - f ^jT 1 ( ' — P + » P' — 4- P' ?• Prenant 
donc P pour la quantité qui convient aux rayons 
moyens, eu forte que P-*-dP foit celle qui convient 
aux rayons violets, fit P — dP celle qui convient aux 
rayons rouges, l' aberration de rcfr^.n niLiilLtd fe:;; pou; 

lei rayons violets — ■ ) & fjpur les rouges 

H — f — , en forte que le foyer f des rayons vio- 
lets fera plus près de la lentille que le foyer R des rayons 
rouges ; de plus , l'aberration de fpliéricité pour tous 
les rayons fera négative, parce quoi* eft 5»i & P<i, 
ce qui rend 2— f-t-* P >— 4F 1 pofirif, âc l'aberra- 
tion de fphéticité — * — 7— x l>— P+ 
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4?! — ^P 1 } négative; donc Z Sc'i'fFig.-a;, 2G, 17) 
feront au-deffus de iî & de V. 

11. Soient maintenant ii^, iifl (Fig. sp ) Us 
caulliques des rayons rouges, f a, Vb celles des rayons 
violets que je fuppoferai les infimes que celles des rayons 
rouges, d'autant que la différence en eft très -petite. 
Soient de plus C, D , c , d, les points où les cauf- 
tiquea font touchcc; par les rayons extrêmes venans 
ifc.C" fit de D'; il en: aifii de voir, 1°. qu'au-deffus 
ge CD vers E (& on en dira do même de cd) tous Us 
rayons rouges réftaâés tombent entre les deux extrêmes 
qui touchent la caullique en C & en D ; d'où il s'en- 
fuir qu'en CD & au-deffusj comme en ir, l'image 
range e(l CD ou ir , c'eft -à-dire, renfermée entre les 
rayons rouges extrêmes cr, Di, qui touchent la cauf- 
tique en C & en D. 2 0 . Qu'au- deffous de CD, & 
jufqu'en ML, où ies rayons toiic h ans (Fig. 50) Cr, 
Di prolongés rencontrent les cauftiques, l'image en 
HG, par exemple, fera terminée par les deux caudiques. 
3°. Enfin, qu'iu- deffous de ML, pat exemple, en 
M'L', l'image fera terminée en M , L' par les rayons 
iDNLL' , rCNMM. 

1 a. D'où il réfulte , ce qui peut d'ailleurs être prouvé 
de beaucoup d'autres manières, que la plus petite de 
.toutes les images rouges, . & par conféquent le vrai 
foyer latitudinal des rayons rouges fera- ML. 

ij. On trouvera de même l'image ml (Fig. 3 1 ) for- 
mée par les rayons violets , Se on voit qu'en général 
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l'image formée par des rayons rouges quelconques, eft 
déterminée par les deux points où les rayons extrêmes 
de cette couleur coupent la cauftique de l'autre coté 
de l'axe. 

14. A'mfi, on voit en général que pour une couleur 
quelconque (Fig. 32), l'image, ou plutôt les différentes 
images KQ d'un coté de l'axe (& il en fêta de même de 
l'autre côté ) feront lenfeimées dans la ligne mixte , 
rCLQZ, compofée, i". de la tangente rC au point 
extrême C de la cauftique , formée par les rayons de 
cette couleur; 2°. de la portion CL de la même cauP 
tique , iufqu'au point L où eft la plus petite image , 
formée par le rayon extrême qui venant de l'autre côté 
de l'axe , coupe la cauflique CL en L ; 3 0 . enfin de 
la droite LZ , qui eft le prolongement de ce rayon 
coupant. 

ty. Cette ligne mixte fera à tres-peu près la même 
pour tous les rayons, depuis le rouge jufqu'au violet; 
& elle ne fera feulement que changer de pofition pa- 
rallèlement à l'axe AX, fa diftance à cet axe demeu- 
rant d'ailleurs la même. 

16. Soient donc rCLZ , r'c'L' Z' (Fig. 3î ) les deux 
limites des images pour les rayons rouges & les violets; 
il eft clair, i°. que l'image ON formée au point d'in- 
terfection N de ces deux limites ou lignes mixtes , fera 
celle qui réfultedes rayons rouges & violets, puifqu'elle 
fera la plus petite de toutes les images KQQ ou KQ'Q 
que forment ces rayons réunis. s 0 . Que comme la li- 
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mile rCNLZ des nyons rouges eft sxtérieure à toutes 
les autres , les rayons rouges étant Us moins réfran- 
gibles , chaque image À' (>' Ç terminée à la limite des 
rayons rouges , renfermera toutes les images des autres 
rayons; 6t que de plus ONfai la moindre des images 
formées par tous les rayons pris enfemble ; & que par 
cooféqueiu ON fera l'image ou le vrai foyer de la 
taille. 

17. Au refte, cette image ON ne fera pas blanche 
dans toute fon étendue. Pour en déterminer la couleur, 
foit prife fur la ligne ON (Fig. î*) la partie OiJ= 
ML = M' V , c'eft-à-dire, = à la plus petite image 
formée par les rayons d'une feule couleur. Imaginons 
enfuice ïa cauitique , intermédiaire entre les deux ex- 
trêmes, qui paffe pariï, c'eft-à-dire, qui donne en O 
fa plus petite image , égale à ML ou M' U ; il eli aifé 
de voir, i°. que depuis O jufqu'en H, il y aura des 
rayons de toute couleur , & qu'ainfi la partie OH fera 
blanche. 2°. Que fi on appelle f la couleur qui forme 
ia cauflique pafTant par H, cette couleur f ne fe trou- 
vera plus dans l'efpace UN. ;°. Que fi on appelle / 
la couleur qui forme la limite ou ligue mixte paffanc 
par un point h de HN , cette couleur / ne fe trou- 
vera plus dans l'efpace kN. Or comme il y a deux 
limites, celle du rouge & du violer, c'eft-à-dire, 
- des deux couleurs extrêmes qui partent par N , il y 
aura de mCme en h deux couleurs / , f", l'une plus 
proche du violet, l'autre plus proche du rouge, ôr. it 
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n'y aura que le point H où il ne paifera qu'une feule 
limite ou ligne mixte. Soit / la couleur la plus proche 
du violet ou la plus réfrangible , & f la plus proche 
du rouge ou la moins réfrangible , il n'y aura dans 
l'efpace hN , que les couleurs qui vont depuis la cou- 
leur f' jufqu'au violet, & depuis la couleur f jufqu'au 
rouge. 

18. Soit R la difiance focale des rayons rouges infini- 
ment proches de l'axè; R—adP—*&, la difiance fo- 
cale d'une autre efpece de rayons quelconques, £ étant 
fuppofé très-petit -, Rr (Fig. ;;)la cauftique des rayons 
rouges, r le point où cette cauftique eft touchée parles 
rayons extrêmes, rV , ru, deux tangentes infiniment 
procWen r; on aura Vu—*t-idt, Vï^ t."^- ^ 

r—jT > ~^Ti ou < à caufe de l'angle KVR très- 
petit) = donc V K = V ''* = 2jg' ; on 
a de plus fK = K', X r-* P\Kx — m=-^-. 
Sok À'i{i=a, 6c K r — y , on aura y =^ 

donc y — — x (-jy) , ce qui montre (comme on le 
favoit d'ailleurs ) que ia cauliique R r eft une féconde 
parabole cubique , dont je mets l'équation fous cette 
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forme plus bmf\ty = Nx' , N étant = — 

15. Pour déterminer, au moyen de cette cauftique, 
la plus petite image ML des rayons rouges ( par 
exemple], on nommera RO, \ (Fîg. ;fi), 6c oniura 
MO = ^= y °" y f' . Or Kr^NJ, FZ— }•» 

_K F>- -L. , VO^RV—\; donc ff^i-- ™- * 

(a — 3ï)*j équation à laquelle on fatîsfait aifément 
en prenant \= — , ce qu'on favoit encore d'ailleurs. 
Donc ML ou aOL=alf£*=*iNx-£-X-^-~ 

30. On trouvera les mêmes valeurs relativement à 
la cauftique Va! (Fig. 35) des rayons violets, fenfi- 
blement égale St femblable à celle des rayons rouges, 
ainfi que les caultinues de tous les autres rayons co- 
lorés. 

ai. Maintenant on remarquera, i°. que RV = 
é,dp (Fig. îj); 3. a .queM'R=RV+y'M'— KR= 

a dP+- a.= a dP — ;& que N'M'=~ — 

— = — ; JVT= — + M+Sf=. — 
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— — -I- — = ud P; ce qu'on peut voir encore plus 
Amplement , en conlîdcïant que N'V = RV. Que 
fi on cherche les points où les rayons N'L'Y , VrY 

concourent, on aura par confégitent VT=——, 
R T— — -+■ — ■ Donc Tfera au-deflus ou au-def- 
fous de K, c'eilà-dire, RT-> ou <RK, félon qu« 

1 fera > ou <a, c'eft-à-dire, félon que adP 

fera > ou . 

32. Si T eft au-deflus de K , ou fe confond avec 
K) la plus petite image fera T7=a x— -. 

a?. Si T efi au-deflbus de K , h plus petite image 
ON (Fig. j7) fe trouvera en confidérant, x". que 
RN'=*dP-i--^; 2°. que RK=*, & fi l'on fait 
RO = a, on aura O N = N . u- = -^-x N' O = 

— (udP-+-— ii), équation d'où l'on tirera a. 

24. Pour trouver la cauftique qui pafle par l'extré- 
mité' H de l'image blanche, c'eft - à - dîre , la couleur 
qui forme cette caultique, 011 remarquera (Fig, jS) 

que OH=ML = y=— -[ & que par con : 
Op. Mai, Tom. FIL Oo 
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Gquent dans la caufiiquc fH, on a fO = — ; donc 
puifqu'on a la valeur de RO = u (art. 23), on aura 
R f=u de plus, R f ^mda, da ëtanc la quan- 
tité qui convient aux rayons de la couleur cherchée, 
quantité qui cft =0 pour les rayons rouges, & la plus 

grande pour les rayons violets. Donc du — . 

2j. On trouvera de mÊme les deux couleurs qui 
fe réunifient en T (Fig. 35); en remarquant, i°. que 

PQ = — '—. 2 0 . Que & que par confé- 

quentflT=«-^il=j. ff 'x-i-. Donc OT=-^- 

H — 0,1 ' d'où l'on connoitra Oc, le point 

t' étant fuppofé donné. 

36. Il faut de plus rematquer que fi le point T ne 
fe trouvoit point fut la caultique cT, niais qu'il fût 
fur la tangente à l'extrémité de cette caullique, comme 
dans la Fig. , où Y eft au-delà de r; alors le pro- 
blème pout détetminer le point T ou a, feroit encore 
plus facile , 6c il faudrait employer une méthode ana- 
logue à celle dont on s'eft fervi pour déterminer le 
point Y, par i'interfeaîon des deux tangentes extrêmes 
N'Y, VrR. 

37. Nous avons fuppofé", pour plus de facilité , toutes 
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les cauiîiques égales & feniblabies dans les-jecherches 
précédentes. Mais ii eft clair que , quand on voudroit 
avoir égard à la petite différence qui eft entr'clles, & 
à la divergence très-petite des rayons rouges & violets 
qui partent de l'extrémité de la lentille , le problème 
fe réfoudroit abfolument par les mêmes conltruttions 
& les mêmes méthodes, 6c que les calculs analytiques 
feroiertc feulement un peu plus compliqués. 

26. Nous n'avons confidéré jufqu'ici que les rayons 
parallèles entr'eux & à l'axe. Suppofons préfentement 
que les rayons foient toujours parallèles entt'eux, mais 
inclinés à l'axe , & pour plus de facilité fuppofcms que 
l'angle ABC{¥ig. 3$, "°- 2) de ces rayons avec l'axe 
CB foit très-petit, par exemple, de 16' pour le So- 
leil. On fait, par la Dioptrique, que li on prolonge 
A B en R' , de manière que R R' foit perpendiculaire 
à BR, 6t que R foit le foyer des rayons rouges pa- 
rallèles à l'axe, Ôc infiniment proches de cet axe, S.* 
fera à très-peu près le foyer des rayons rouges qui font 
avec l'axe un angle = ABC. Faifant donc fur cet 
axe A R' les mfimes opérations que fur l'axe A R dans 
les Figures précédentes, on trouvera de même la plus 
petite image pour cet axe AR, & les couleurs de 
cette image; de plus, ii eft clair que cette image fera 
placée à très-peu près dans le plan 6c dans la direction 
de l'image ON [ Fig. ; 3 ). Connoiffant donc la partie 
blanche de chacune des deux images , la partie colorée 
de chacune, & la polition des ases AR', CR [Fig. 33, 
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n°. 2) qui divifent ces deux images par leur centre, 
on connoitra aifément la largeur de l'image totale , & 
les couleurs dtfes différentes parties ; ce qui elt trop 
facile pour que nous nous y arrËtions. 

23. Au lieu de fuppofer les rayons parallèles , fi on 
fuppofe qu'ils partent d'un point quelconque pris dans 
l'axe ou hors de l'axe, on connoitra par une méthode 
abfolument femblable , les images formées datft cette 
hypothèfe; c'ell un détail que nous abandonnons ânos 
Lecteurs. 

jo. Suppofons qu'il n'y ait qu'une feule efpece de 
rayons colorés , & que- A B foit l'aberration de fphé- 
ricité de ces rayons, en forte que A (Fig. 40) foit 
le foyer des rayons infiniment proches de l'axe , & 
B le foyer des rayons qui paffent par l'extrémité de la 
lentille, à la diftance £ de l'axe, on aura d'abord AB = 
, S* étant connu par ce qui précède. Soit enfuite 
C le point qui fe peint exa£lement au fond de l'œil, 
& AC'=mAB = niS <' r .Ç,- l foit enfuite AD = £xx, ce 
qui donne CD = mJ'£ 1 — J 1 * 1 , l'aberration du point D 
au fond de l'oeil fera proportionnelle ( Voyez Tome III 
de nos Opaft, XVIII 1 Mém.) à CD multiplié par l'angle 
que (ait au poii;; D Icravon qui pafle par ce point , angle 
qui eft évidemment proportionnel à x , & qu'on peut fup- 
pofer =jc ,en faifant K = 1 ; donc l'aberration du point 
D fera (m/eg — m — S-xl, qui fera un 

maximum quand x s fera = -^i- , ÔC h valeur de ce 
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K<. Enfin l'aberration au point B fera =£x£C = 
(i — m)K'. Or comme l'aberration au point £ dimi- 
nue à mefure que le point C monte vers B , fit qu'au 
contraire l'aberration CD augmente , il efl clair que 
l'aberration fera la moindre quand ces deux quantités 

d'aberration font égales, ce qui donne i — m = 

jf — , d'où m = {. Ce qui s'accorde avec la théorie 
précédente, puifqu'on a vu que AB^=\ AO, (r étant 
le point où la caullique eft touchée par les rayons ex- 
trêmes ) fle que ie point C où élt la plus petite image 
donne AC='-AO. D'où AC = ^AB. 

il. Sok AK la- demi- ouverture , N ( Fig. 41 ) le 
foyer des rayons rouges infiniment proches de l'axe , L 
celui des rayons rouges qui viennent de K, en forte 
que LN foit l'aberration de fphéricité des rayons 
rouges; alors prenant LO = à l'aberration de réfran- 
gibilité, il eft clair que O fera le point par où pafTe- 
ront les rayons violets venana de À', & que NO = 
NL-i-LO fera l'aberration longitudinale totale. 

31. Tous les points entre O Se L recevront donc 
des rayons venans de À' ; mais les points entre L & N 
n'en recevront que des points plr.cJs entre A fit K. Soit 
u un point de LN;'le point le plus éloigné de A St 
le plus proche de K qui enverra des rayons en u fera 
h, kit étant le rayon qui touche la caullique NmM 
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en m ; 6c uN fera l'aberration de fphdricité pour le 
rayon qui pafTe par k. Tous les autres rayons pillant 
par u t donneront une ouverture Ak plus petite. 

jj. Donc, i". fi on fuppofe entre O 6c L un point 
i qui fe peigne exaflement au fond de l'œil , comme 
le rayon qui paflë par i vient de k , l'aberration de 
l'image du point O au fond de l'œil ( que j'appellerai 
tafcrraûon oculaire), fera proportionnelle à OixAk. 
a". Si on prend un point u entre L & N, l'aberration 
oculaire en u fera proportionnelle à iuxAk. Soie 
Xi— fi', u£=u, (d'où U ; = £'+. U }, ZjVWee 
(ji A étant =£), enfin Ak=x, on aurauA'^J'iica^ 

£ £ — u i donc a;' = 26 — — , & l'aberration ocu- 

faîre en a, ai u) |/"(eè J-Y Sup- 

pofons u = o, ce qui fait tomber le point u en i, 
l'aberration oculaire en L fera = 65' , & fuppofons a 

infiniment petite, l'aberration fera (Ê'+o) (S j-j-) 

= 6S'H-u£ qui fera évidemment = ££' li 

■ccj>=c, >«' fi a«*>c, &<ee' fi iitKp. 

34. Oc fi on fuppofe que le point de la plus grande 
aberration oculaire foit en a, au-delà de- L, entre L 
JV, il e(l nécelïaire que l'aberration en L foit < 
que l'aberration en u. 

3j. Donc il ell néceffaire que a foit ïfLi pour 
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que la plus grande aberration oculaire, d'un côté du 
point i, tombe entre L & N. (Nous verrons plus bat 
ce qui arrivera fi 2&£S'<Li.) 

315. Or 2 £e^ = aijV; donc fi a LN=Li, l'aber- 

pofé le point qui fe peint exactement au fond de l'œil ; 
il zLN>Li, l'aberration oculaire ne fera pas un maxi- 
mum au point L, & le fera pour quelque point u placé 
entre- £ & N. 

37. De plus, tandis que l'aberration oculaire va en 
croiflant de i en u, & qu'elfe cft un maximum en u, il 
eli clair qu'elle va aufli en croiflantde i en 0, & qu'elle 
eft un maximum en O ; & que pour que cette aberration 
r.'i.ràt (oit la plus petite au fond de l'oeil qu'il eft pofii- 
ble , il faut que les deux aberrations foient égales; 
comme dans le cas ci-deflus ( art. j 1 ), où l'on a confi-' 
déré les rayons d'une feule couleur. 

j3. Soit donc maintenant Oi = X, on aura Oi= 

— £', & l'aberration oculaire en O kr3=OixAK 
=(/■'— C')G, laquelle doit être = à l'aberration (G'+u) 

££ ^ , cette dernière aberration elle-même 

étant un maximum. 

ÎP. Cherchant donc la valeur de a qui donne (£'-+-n) 

K(ce- ~) = à un ° n au[a tst - 

- ' ; ^ -, ouatée — a « = + & a = 



Digilized by Google 



= 9 tf SUR LES COULEURS 

— J . c< ~ e .. Mettant cette valeur de u dans l'aberration 

(C'-Hu)x^ / "(éS ;■-), & égalant enfuite cette 

*.'C — CC'î d'où loi tirera ^ 

40. De plus, il efl nécelTaire , pour pouvoir réfoudre 
cette équation, & trouver une valeur poflîble de u, 
que Li foît<> ou du moins égal à la moitié* de, LO; car 

fiiiétoit> , alors les images en O Bt en L étant 

entr'elles comme Oi à IL, l'aberration O Teroit moin- 
dre que l'aberration en L, fie comme l'aberration en 
L (hyp.) eit < que l'aberration en u, il eil clair que 
l'aberration en O ne pourroit alors être égale à l'aberra- 

41. C'eft d'ailleurs ce qu'on voit aifément par la va- 
leur de 11 = , qui donne 2J , GE = £' lorfque 

u = o ; & eC' = r£— Ê'C, ou r'=afi', c'eft-Mire* 
Ot = 2li = 4^eg = 4 IiV. Donc fl ï£JV efl = 

, alors sZAffera c=Li; le point u fera placé 

en L, u étant = o; & l'aberration oculaire fera AZZ, 
A étant un coefficient qui dépend de la conformation 
fit de la ré&aQion des humeurs de l'œil; fit fi ai N 
(Fig. 41 , n". 3) eft > , ou Li' (en fuppofant 

Xi 1 — 
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Li'= ) , alors 011 aura à plus forte raifon zLN>. 

Li; donc prenant un point i très-près de V fit au-deffous, 
l'aberration oculaire en V fera >qu'en i(art. 33), ôc 
par couféquent la plus grande aberration oculaire fera 
{arc. 3e) en quelque point a entre L fit N. 

41. Mats fi 2LN eft < ; alors prenant Li tant 
foit peu plus petite que , il eft clair qu'on pourra 
avoir encore aZ.tf<Zi, fit par conféquent fi on fup- 
pofe que l'aberration oculaire en i foit = o, l'aberra- 
tion oculaire en L fera >■ (art. 33) que dans les pointa 
très-proches de L 6c au-deflbus ; il ne faudra donc plus 
chercher le maximum d'aberration oculaire dans ta ligne 
£-N; St il eft évident pour lors en plaçant le point i 
au milieu de la ligne LQ , que ce poinr i fera celui 
qui étant peint au fond de l'oeil , donnera les deux aber- 
rations égales pour le point O &t pour le point L. On 
pourrait objeQer cependant que dans le cas où iLN 

eil'<-^-, fi on prend Zi< ~-, & tel que.aiJV 
foit >ii, alors il feroit poflible de trouver au-deflous de 
Z un point 11 tel que les aberrations oculaires en O fil 
en L fuflènt égales ; l'image didinûe étant fuppofée en 
î. Mais-en ce cas, ces deux aberrations feraient plus 
grandes que l'aberration oculaire en O, l'image diflinfle 
étant fuppofée au point milieu i de LO; & l'image 
Op. Mat.Tom.VU. ■ Pp 
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diftincle rùlk, doit en ce cas Être au poinci qui donne 
TalcrratLon oculaire plus petite. 

-îj. On peur remarquer qu'en général, fi le point i 
( Fig. 43 ) eft celui qui (ê peint exaSement au fond de 
l'œil en a, Se que les points 0, u,.fe peignent, le premier 
en-deçà de In reric.e en d, le fécond au-delà en t , MN 
étant In j-. m Lie! le : 0:1 partie de la prunelle , car il n'eflpas 
néceftiire que KN & A M foient égales) & ce étaHt 
l'image ou l'aberration oculaire formée des deuï aberra- 
tions égales ( kyp. ) aux points 0 & u ; on aura oi -.iur.ae: 
ad, a c^~ïp-, & aulïi= ; donc KN: 

■KM::at:ad*ïu:oi,d'où-dell 3 [{é de conclure que les 
points -'Vf, u, Z feront fenfiiilemcnt en ligne droite, 
iZ étant perpendiculaire à Ou, & qu'ainfi le point Z 
fe peindra au fond de l'oeil en C , comme le point i 
en a ; donc l'image iZ fe peindra au fond de lotit 
comme fe peindroit à l'œil nu un objet placé en iZ. 

44. On peut remarquer encore eu partant que dans 
l'art. 4S4 du troiliéme volume de nos Opufcules (.dont 
je fuppofe qu'on ait ici la figure fous les yeux), ù au 
lieu de V, qu'on peut ne pas ftippofer = à toute la 

Ifrrgenï de la prunelle , on met fa valeur ■■■ — , on 

aura l'aberration au fond de l'œil , proportionnelle à 
■ , ce qui Amplifiera beaucoup les calculs. 

4f. Tous les réfultats de cette recherche fur l'aber- 
ration oculaire de l'image, & fur la véritable image 
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du fond de l'oeil, s'accordent parfaitemoiK, cçmnie il 
eft aifij de voir, avec celle que nous avons 
ci-defliiî du même problème, par l'Intel 
cauftiquesj ou.dw limites mixtiligne.5 dis il 
rayons rouges & des violets. 

45. En effet, nous avons vu, 1°. que r étant le 
point où la cauftlque {Fig. 3;) eft touchée par les 
rayons rouges extrêmes, on a KV=aRV; a°. que 
Jtr=*68i d'où KV=xbZi\ ï*. il eft clair que 
iiT eft égale à l'aberration de réfrangibilité , &: que 
R V eft = à V'W, puifque Af* eft le point par où 
panent les rayons violets extrêmes. Donc VN' elt = 
à l'aberration de réfrangibilité ; c'eft-j-dîre, à J>'. Donc 
puifque TV*=\VK*=h& , il eft clair, i°. que fi 
finterfeaion Keft au-delà de r, on aura TV ou k$> 
jtf*>aKG, c'eft-à-dire; 4 f C€</>', & le' point 
T qui donne la vraie image fera donne par rinterfe'r> 
rion des tangentes exrrfmes N'Y, VrY , comme on 
l'a vu ci-deflus. 2°. Si 4K Ê = J*', les points & r 
fe confondront , & le point de l'image fera en K. 
5°. Enfin , fi 4 le point de la véritable ■im a ga 

fera donné par l'interfeclion de la caulKque if r avec 
le rayon violet extrême N'Y , qui pour tors coupera 
cette caullique entre R & r (Fig. 37), par exemple, 
en N , & il n'ell pas difficile de voir que l'équation qui 
réfultera de cette interfedioa , fera priMlcmeiu la même 

gpe l'équation l^W-^H-^x^CC-^J 
Ppij 
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trouvée ci-deflus.En effet, on aura, en faifaat fu=ii^ 

(Fig. 37 >& OywC, '^'' ■■ÙJf-^- mul- 
tiplié par l'ouverture x ou , qui ré- 
pond au rayon tangent N. Or 00 = 01^+ fusa 

g'-*, a. Donc onaura l'équ3tion(£'-+-u)j/^K £-) 

•=.(J> — £')£, précifément la même que celle de l'ar- 
ticle 3 p. 

47. La manière dont nous avons trouvé par les mé- 
thodes précédentes l'aberration caufée par une feule len- 
tille objective , peut évidemment s'appliquer à l' aber- 
ration caufée par un objectif fit un oculaire. Car dans 
l'une & l'autre des deux méthodes , il n'y a qu'à dif- 
tinguer pour l'oculaire , comme on a fait pour l'ob- 
jectif, les deux aberrations NL fit L 0(Fig. 41 , n*, 3} 
de fphéricité 6t de réfrangibilité , fit fuivre d'ailleurs 
exactement les mêmes procédés. 

48. Si on nomme j> la diftance du foyer de l'oculairè 
à ce même oculaire , fie a: les différentes ouvertures 
de la lunette , il n'eft pas difficile de voir que le foyer 
d'un rayon quelconque fera donné par la valeur j 4. 
ÙP-^p-xx, les quantités » 6c p., feUànt ici la même 
fonction que a fit S' dans l'objectif. Les diftances de l'ocu- 
laire & de l'objectif étant donc fuppofées données, ainli 
que la diflance de l'œil à l'oculaire, quand on aura trouvé 
par les méthodes précédentes , le point de la véritable 
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image , & l'aberration de cette image au fond de L'oeil , 
alors il faudra chercher quelle doit Être la diûatice 
de l'oculaire à l'objectif, 6c celle de l'œil à l'oculaire^ 
pour que cette aberration au fond de l'oeil fuit h moindre 
qu'il eil polîible ; & pour que , par conféquCMi , l'image 
foit la plus diftincte. Pour cela , on réfoudra d'abord 
le problême en regardant comme confiante une de ces 
deux dilïances, que j'appelle D & D' ; par exemple, 
on ftippofera D' confiant, & on aura une équation 
en D, d'où l'on tirera la valeur -de D fit celle de l'aber- 
ration oculaîte minime , exprimées en D' , enfuite on 
fera cette dernière expreflion un minimum, & on aura 
une équation en D' ; d'où l'on tirera aifément D' 6c 
enfuite D. Cette recherche , que d'autres Géomètres 
pourront aifément pouffer plus loin, peut être fort 
utile pour perfectionner la théorie des oculaires. 

4S>. La méthode que nous avons donnée dans lés 
recherches précédentes pour trouver la largeur du foyer 
d'une lentille, peut s'appliquer à d'autres cas avec beau- 
coup de facilité. Soit, par exemple, DAB (Fig. 4J ), 
un miroir ardent , fur lequel les rayons tombent pa- 
rallèlement à A C, Ôc dans lequel AB foit plus petir 
que AD. Ayant fait CG = 4^- (C étant le centre 
du miroir), 8c ayant décrit les caufliques G if 6c GK t 
ce mené les rayons réfléchis EF, Li , qui viennent 
des extrémités B, D du miroir, il eft clair , par la 
théorie précédente, que tous les rayons réfléchis feront 
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compris dans l'efpace renfermé par les lignes mixres 
liaH, EgK, * on voie par la feule infpedlon de 
Li figure que ga elf la moindre ligne perpendiculaire 
à CA, qu'on puiffe tirer entre ces deux efpaces. Donc 
cette ligne g a eft ie lieu du loyer. 

jo. Imaginons préfentement que le miroir MB', 
{%. 44) dans lequel MB*=MD, foit expofé direc- 
tpnent au Soleil, & ayant fait les angles MCA, 
MCA' , chacun de 1 6', parce que le diamètre du Soleil 
«ft de ji, il ell clair que tous les rayons qui viennent 
des bords du Soleil, feront parallèles, ou cenfés pa- 
rallèles à CA, CA', & que tous ceux qui viennent 
du centre feront parallèles ou cenfés parallèles à CM. 
Faifant donc Cb fit Cg égales à la moitié du rayon, 
& décrivant les caufliques bO, gL, on trouvera ai- 
fément que 11 a ell la largeur du foyer pour les feuli 
rayons qui viennent du centre, la largeur du tbyer total 
fera à très-peu-près a ■+■ la petite ligne gab , laquelle 
eft égaie à 31' multipliée par la moitié du rayon. Le 
calcul rigoureux feroit plus compliqué , maie facile à 
faire. On voit feulement que la confidérarion du dia- 
mètre du .Sole il j^rj mit lieiumjp lu fover. Pour t'en 
convaincre , il fufli: de fe rappellet que li r l(I Ik rayon 
fjn tmittfc , C la moitié de fa h/geur, l'ébcrration 

longitudinale fera (Tom. III, Opuji.. pjjj. 7$) — , 

& la largeur du fo'yer == " %- y. = , pour 
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les rayons qui partent d« centre du Soleil. Or le dia- 
mètre du Soleil ajoute à cette largeur de chaque côte" 
une quantité - à peu-près égale à — x — ■ = à très- 
peu-près ^ x -J£_==i- x -|-x(i-t-- ; i--i.-^-), 

c i. Il eft aifé de voir par 1a théorie précédente , : 
que dans toute ligne perpendiculaire à l'axe, qui joint 
les deux caulliques,^ qui repréfente le foyer, les rayons 
font plus ferrés à l'extrémité de cette ligne , dans l'en- 
droit où elle rencontre la»cauftique , parce que dana 
tout autre point de cette ligne , il ne pile que deux 

côté , au lieu que dans chaque point de la cauftique 
il paile au moins très -feu librement tous les rayeoe qui 
viennent du petit arc du verre ou du miroir .répondant 
à ce point de la cauuique. D'où il s'enfuit que fi on 
expofe un corps perpendiculairement à l'axe d'un verre 
ou d'un miroir, un peu au-deflus ou au-deflbus du point 
où fe réunilfent les rayons proches de l'axe, l'inflam- 
mation doir fe faire d'abord A la circonférence, & ne 
commencera par le centre que dans le cas où le corps 
fera placé au foyer même des rayons proches de l'axe, 
-ce qui eft conforme à Fen^érience. C'eil l'explication 
que j'ai donnée de cette espérience au mois de Mai 
1 778 , dans une AITemblée de l'Académie , où ou pro- 
pofe d'en donner la ratfou. 

$2. Nous ajouterons ici quelques remarques fut les 
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couleurs produites par la ré£raflion , même dans un 
verre plan, & fur le fpectre folaire formé par la ré- 
fraâion dans une chambre obfcure. Si un rayon blanc 
F D , que je fuppofe d'une épaiffeur infiniment petite 
tombe fur un verre plan, il fe dilatera par la première ré- 
fraction dans l'efpace M N{ Fig. 4; ) , le rouge étant vers 
M, & le violet vers N, & cet efpace fera d'autant plus 
grand que le verre fera plus épais. C'eft ce que j'ai 
déjà remarqué Tom. III de mes Opufi. pag. 39*. 

53. Les rayons DM, DN fortiront de ce verre 
plan fui vaut des lignes MQ, NO (Fig. 45), parallèles 
l'une a l'autre , & à la première pofition du rayon in- 
cident. Si on les reçoit de-ià fur un fécond verre de la 
même épaiffeur , il eft aifé de voir que le rayon fe di- 
latera du double par la féconde réfraâion, fie ainfi de 
fuite; en forte que le rouge fera toujours vers le côté 
MQ, le violet vers le côté NO, Se que les différentes 
couleurs dont le rayon eft compofé à l'infini, feront 
pat confluent du double plus fetifiblee. 

74. D'où il c!ï clair qu'en multipliant les verres plans 
parallèles, ou en fuppofant un ieuf verre pian d'une 
(■-.;"t:.r sVvc a U ljrm:c Jïs épaiffeur» de tous ces 
verres , la dJarariem fera la mime. 

îî. La Ligne MN ert ai*e à calculer faisant la va- 
leur de l'angle d'incidence , celle du rapport des ilnu-s , 
& l' épaiffeur du verre. 

;fi. Par exemple, fi on mène la perpendiculaire DR. 
(Fig. 45 ) aux deux faces du verre, & qu'on fuppofe 
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pour la réfrangibiiité des rayons ro-iges, & y, pour 
celle des ■ ravons viorets , on aura RM à RNà très- 
peu-près, comme 78 à 77. Soir Uiî= 1 pouce, & 
JiM=2 pouces, par exemple 1 , ou 24 lignes , 011 aura 1 
MN= environ 7 de ligne, ce qui ert peu de choie; 
mais trois verres plans dijnneroierit une ligne de lar- 
geur, & on pourrait appert oir fei'.fiblcment le rouge 
à droite, & ie violet à gauche. 

57. Depuis que j'ai imprime' cette remarque fur l'eP- 
peee de dilatation que fourTre un rayon fimple réfracté 
par un verre plan , & fur les "couleurs qui doivent en' 
réfulter, j'ai vu , ce que j'ignorais alors, que M. Ne*-- 
ton avoir déjà fait la même obfervatioii dans fes Lec- 
tiotiei Qpticœ ; il ajoute nlÉme avec raifon , que comme 
le Soleil n'eft pas un point mathématique, non plus 
que le trou par lequel on fait paltef les rayons , &' 
chaque point du Soleil devant ainfi produire pour chi- 
que' point du trou, une cfpeeffd'imags rixlilicne r!j1o:i- 



chemenr. de toutes ces images , fotmeront une image 
blanche dans Ton milieu, fit colorée vers fes bords, 
ayant d'abord h rou^e li-i-.p!e, puis le rouge avec l'oran- 
gé , puis le rouge avec l'orangé &: le jaune, .& ainfi' 
de fuite jufquan blanc , qui vers l'autre extrémité fe 
colorera de même par degrés en perdant d'abord le 
rouge, puis le rouae & l'orangé, puis îb rouge, 




tfu , une cfpccc ti nuage rcLuiiguc i-uiuip 
vers fes bords, d'un côté en rouge, de 
n, avec les'codleurs intermédiaires pi a- 
deux bords , le mÉlangc & le rappro-' 



Op. Mai. Tom. FIL 
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l'orangé & le jaune, &c. , & a in fi jufqu'au fimple vio- 
lée. C'elï-Ià ce que l'expérience doit donner. 

ï8. Venons maintenant à la figure du fpeétre folaire, 
formé pat la réfraftion. 

jp. je fuppofe que les rayons du Soleil (dont MN 
foit le diamètre) tombent par un point D (Fig. 47 ) 
fur un verre pian , & ayant fes faces parallèles AD, 
£ C ; il eft clair que s'il n'y avoit point de réfrââion , 
l'image du Soleil fe projetterait fur la face S C en 
forme d'ellipfe ou de cercle , favoir , d'ellipfe lî le rayon 
SD efl: oblique au verre, & de cercle s'il y efl per- 
pendiculaire. 

60. En vertu de la double réfraftion à [entrée & à 
la fortie du verre, les rayons forcent du verre paral- 
lèlement à leur proiiit-re piluion ; ou ferait peut-être 
wncé d'en conclure que l'image du Soleil, reçue fur 
un plan FKH fera elliptique, comme elle l'eu: été s'il 
n'y avoit aucune rtïraftian..Mais on fe tromperait-; il 
'efl aifé de le prouver. ' 

.61. En effet, foie L R Q (Fig. 48) l'image elliptique 
qui ferait formée fkus rciïa^.iivi li:r la face inférieure 
du verre; foit h difiance d-^s cIciim faces DO=a, Se 
nommant OL,r, & ^angle ROL entre l'axe de l'el- 
lipfe & le rayon r, l'cqii:t-i.>n TeLlipii fera en général, 
comme l'on fait, r/^cof. /trrCm. f -i-Br coC.ç-f- 
C=o. Soit enfuitc DPle rayon réfraÛédu rayon PL, 
OP=f, & 1 : in le rappon du fiuus d'incidence à celui 
de réfraction, en paffant de l'air dans le verre, on aura 
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tfi. Préfentement fi on mène Pd parallèle à LD, 
Pd reprtffftntera le rayon rompu au forcir du verre, 
ne Ofî, G, l'équation -ï- — 4"-' 



ffj. D'où l'on voit que comme r n'etl pas à f en 
rapport confiant, Se que a eft confiant, £ eft par con- 
féquent variable; qu'ainCi tous les rayons emergens, 
quoique parallèles aux incidens, n'ab outillent pas en un 
feid point d, comme les rayons incidens en un feul 
point D ; ced pour cela que l'image, 1 au fortir du 
verre , n'eft pas elliptique , comme elle le feroit s'il 
n'y avoit point de réfraQipn. 

Si- Pour trouver l'équation de cette image, foit 
OK = k, 6t l'on verra aifément, qu'en prenant dans 
ectre nouvelle image le point K pour le fo m met des 
angles % [égaux & correfpondans aux angles \) & pour 
le fommet des y , on aura f'\ d'où _p=s 
~ — ; & comme on a déjà £ = — , on aura l'équa- 

\-.f ; la première partie — , donne une elllpfe, 

dont les rayons font à ceux de l'ellipfe d<!fïgné"e ci- 
deflus (art. 61), comme k eft «, Mais le rayon y> n'étant 
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pas. celui d'une ellipfe, comme il eft aifé de le voir en 

comparant l'équation 1 -i r = — — I — — , avec 

l'équation rrcof. ? ■+■ A r 'r fin. ? + BrcoC \ •+• 
Ç<=o, 11 .eft évident que la courbe cherchée n'eft 
pas elliptique, .a 

S;. Au refte , on voit aïfément par l'équation /-%■ 
■1 ! . = ou — —~i~f> q ue la courbe dont le 
rayon eft f, & qui eft formée par la première réfrac- 
tion, étant donnée, on aura très- aifé ment la courbe 
dont le rayon eft j>', en ajoutant aux rayons — (qui 
appartiennent à une ellipfe), les rayons / çorrofpon- 
dans au infime angle J. 

66. Sî on met dans l'équation i-i-— r = — r "** 

~ — , au ljeu de j? fa valeur f — , au lieu de r* 

fa valeur '— T^j^ \ > 0,1 aura ul > e ^ uacion 0,1 
r ne fe trouvera plus qu'au premier degré , & d'où l'on 
tirera la valeur de r, qui érant fubftiruée .dans l'équa- 
tion en r & en \, donnera l'équation en y & en ^ de 
la projeaion ou imâge du ipeêrre, 

67. Si la projeSion elliptique formée fur la furfaee 
B C (Fig. 47 ) , fans réfraClion , avoit fon centre en 0, 
c'eft-à-dire , fi le rayon SD étoit perpendiculaire au 
verre, alors cette projeaion feroit un cercle qui au- 
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roic 0 pour centre , on aurait A= i , B = o , r= à 
une confiante, & f auflî égale à- une confiante, airili 
que r, Ôc l'image ieroit circulaire au fortir du verre, 
ce qui fe voit d'ailleurs aifément. 

58. Comme l'image formée en FK, n'eft pas ellip- 
tique, elle peut très-bien n'avoir pas, ainfi que l'ellipfe, 
deux parties égales & femblables au-defïus & au-def- 
fous de la ligne qui paffe par fou centre perpendicu- 
lairement à fon axe. Ainfi , eu ne fuppofant même 
qu'une feule efpece de rayons & de réfrangibilïté , les 
différentes images formées par la chute des rayons fo- 
laires fur les différens points du trou, ne feroient pas 
exactement terminées par des droites parallèles. 

6g. Et fi de plus on a égard à la variabilité de m 
pour les rayons de différentes couleurs, on voit que 
les images formées par ces rayons, mfme pour un feul 
trou infiniment petit D , ne feront pas les mÊines , & 
qu'ainfi les limites du fpeûre ne feront pas, au moins 
exactement, une ligne droite. 

70. Il en fera de même , à plus forte raifïm, pour 
Je prifme, le calcul en eft feulement un peu plus com- 
pliqué, mais d'ailleurs facile à faire; on déterminera 
aifément la figure de chaque image du Soleil formée 
par des rayons de réfrangibilïté donnée , & panant par 
un point du trou ; & on déterminera eijfuite, par les 
méthodes connues , la courbe qui touche toutes ces 
images , ci qui donnera le contour du fpeûre. 

71. Dans le Tom. III de nus Opufc. pag. jjj, noua 
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avons remarqué que fi la lumière n'éioit pas compofée 
de rayons différemment réfrangibles à l'infini, il y au- 
roit dans le (pettre formé par le prifme des intervalles 
non lumineux. Il faut cependant remarquer, que fi ces 
intervalles, pris par rapport à un fimple & unique 
rayon, croient peu c on fi d érables , c'eft- à-dire , fi le 
papier fur lequel on reçoit l'image du fpettre étoit 
affez près du trou , alors , comme le Soleil n'eli pas 
un fimple point, non plus que le trou , les images for- 
mées par chaque point du Soleil & chaque point du 
trou, fe couvrant en partie les unes les autres , les 
efpaces non éclairés pourraient difparoître. 

72. Quoique la plupart des Phyficiens femblent per- 
fuades que M. Newton n'a admis que fepe couleurs 
différentes , chacune homogène & pure , & ne fouf- 
frant par les réfractions réitérées aucune alrcrritimi ; 
ce grand homme néanmoins, paroit avoir reconnu, 
en plulieurs endroits de fon Optique & de fes Le- 
çons Optiques , que le fpectre n'efl pas formé feule- 
ment des fept couleurs défignées dans tous les Livres 
de Phyfique , mais qu'il elt formé par des rayons rom- 
pus fuivant tous les rapports poflibles , depuis le 
rouge le plus vif jufqu'au violet le plus foncé. Il ob- 
ferve même que fi la lumière n'étoît pas compofée 
de couleurs ou de rayons différemment réfrangibles 
à l'infini, en ce cas le fpectre. ne feroit pas terminé 
par deux droites parallèles. Cette remarque , quoi- 
que très-julle en elle-même, ne paroit pas rigoureufe- 
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ment dénionilrative ; i°. parce que le fpeftre, comme 
no l:s l avons obfervd & prouvé d-dellus, n'en: pas & 
ne fauroit être terminé rigoureufement par des lignes 
droites parallèle! : a", parce que ia largeur du trou don- 
J'.lsi'.e dilîiireiïres iriiarjes ; iiiilijpei-idainiiiei'.t même de la 
diverfe réfrangibilité des rayons ] il en réfulteroit déjà 
un fpedlre allongé & terminé en partie par des droites 
parallèles , ce qui pourroir rendre moins fenfible le 
non parallélifine des lignes terminantes dans les parties 
du fpectre qui proviendraient des différentes couleurs. 
3°. Enfin, parte que ht terni i na i(";>n :k: f.ictlre ;î droite 
éc à gauche n'eft pas affez ÈÊtte, afiez tranchante, & 
la rétïangibilité de deux couleurs voilînes allez diffé- 
rente , pour que la non-re£titude des lignes terminantes 
pût être bien fenfible. Il me femble qu'on peut trouver 
une preuve plus fatisîaifante de ia rét'rau«ibilité indé- 
finie & non difcontinue des rayons de lumière , par 
les ombres qui répareraient , comme nous l'avons re- 
marqué, les parties du fpeÛre , s'il n'y avoir qu'un 
nombre déterminé de couleurs primitives. 

7;. Quoi qu'il en foit , on peut Êt te étonné , ce me 
femble, que M. Newton ayant reconnu que la lumière 

nisnt réfrangibles par degrés contigus & infenfibles , 
ait difliiigué fept couleurs, plutôt que d'avoir dit am- 
plement qu'il y en a un nombre indéfini , qu'il ait dt- 
vifé le fpeéire en même raifon que le monocorde , puif- 
que cette divifiort e(l purement précaire & arbitraire, 
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a'il y a des couleurs i l'infini ; enftn qu'il ait femblé 
admettre une lumière homogène & non altérable par 
la réfraction, puifqu'il n'y a point dé rayon qui ne pume, 
par la réfraflion, fe difperfer en une infinité d'autres, 
& que la lumière efl fufceptible de degrés de réfrac- 
tion à l'infini , renfermés , il eft vrai , entre les limite» 
de la réfraction du rouge le plus vif, & du violet le 
plus fonce". Ii femble que fi M. Newton s'étoit ex- 
primé de la forte, les Phyficiens n'auraient point été 
induits en erreur (au moins pour la plupart) furie 
.nombre des couleurs primitives , & en auroient reconnu 

7^.. En finiflant ces recherches , nous invitons les 
Phyficiens à vérifier par des expériences, les différens 
objets dont nous avons parlé dans les Mémoires de 
l'Académie de 17Û7, pag. pj , S. VII, entr'autres, fur 
l'exactitude du rapport des finus, & fur celles cic quel- 
ques autres loix de la réfraftion. Nous les invitons 
même à s'aHurer exactement fi un rayon qui a traverfé 
un verre plan, fort exactement parallèle à fa première 
pofition; car enfin, ce parallélifme n'eft pas démontré 
rig ou reu feinent par la théorie, comme nous l'avons 
obfervé dans le Tome V de nos Opvftuks , XUII e 
Mém. f. VI, art. 27, pag. 466. Ce même Mémoire, 
& le XX" Mémoire imprimé dans nos Opujcidcs , 
Tom. III , contiennent plufieurs autres remarques fur 
la théorie & les phénomènes de la reïraaion , qui nous 
paroiflent mériter quelqu'artemion de la part des Phy- 
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ficieiis Géomètres ; nous ies invitons d'autant plus vo- 
lontiers à les examiner , que ces remarques ne con- 
tiennent guère que de fimples quellionB propoféès en 
forme de doutes, dont l'éclaircifTemenc ne pourra que 
contribuer au progrès de l'Optique. 




Op. Mat. Ton. Vil, 
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L V. MÉMOIRE. 

Recherches fur dijf'érens Sujets. 



S. L 

Sur le mouvement des corps pefans , en ayant égard 
à h rotation de la Terre autour de fin axe. 

L'Extrait de ce Mémoire a été lu à l'Académie 
le 6 Septembre 1771 , & inféré dans l'Hiftoire de cette 
même année, pag. 10. Maïs comme les différentes ] ■■re- 
polirions énoncées dans cet extrait , n'y font point 
accompagnées de leur; 1!.'! ivuir.il va; ions , j'ai cru, quoi- 
que ces démonft ration s ne foient pas fort difficiles, 
qu'on me permettrait de les joindre ici , pour épar- 
gner aux Géomètres la peine de les chercher. Les cal- 
culs qu'on va lire avaient été remis au Secrétaire de 
l'Académie dès le 22 Décembre 1770. 

1. Soit^o£(Fig. 4P) l'équateur , C le centre de 
la terre, G la vitefie de rotation de la terre, & par 
conféquent du point A autour du centre C, CA=a; 
fcit aulli un corps grave lancé perpendiculairement de A 
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SUR LE MOUVEMENT DES CORPS, Etc. 
vers F, avec la viteffe y dans le plan de l'équateur AaE. 

horifontalement une viceffe =G par la main ou finf- 
trument qui le lance ; s", qu'en vertu de ces deux 
vieefles , il aura une viteffe de projeffion ahfoiue g , 6c 
qu'il décrira en conKquence la portion d'cllipfe ABa, 
dont le foyer fera en C; j". que le temps employé' par 
le corps A à décrire l'arc elliptique A Bu, fera au 
temps employé par ia point A de la terre à décrire 
l'arc circulaire A a, comme le fetteur elliptique ABaC 
eli au feSeur" circulaire ACa ; or il eft vifible que 
ABaOACa, d'où il s'enfuit que quand le corps 
grave fera en a, le pointé de la terre fera un peu plus 
loin que a, c'ed-à-dirc, en i, de manière que ACa.= 
ABaC; & qu'ainfi , comme la terre tourne d'oc- 
cident en orient , le corps grave A retombera en un 
point j, plus occidental que le point A , qui eft ar- 

x. Nous verrons bientôt quelle doit Être la différence 
des arcs A a, A a, mais avant que del'alïigner,fuppofons 
qu'en général le corps A fait lancé obliquement fuîvant 
AH avec une vitciTeg-, réfultante à-la-fois de la vitelfe 
qu'il reçoit de la rotation de la terre, 6c de celle que ' 
lui imprime la force qui le lance; foitle finus de l'angle 
CAk^k, M la maffe de la terre, a, le demi-grand 
aïe de l'ellipfe ou de la fection conique décrite par le 

corps. On fait, i . que gg=> ; a ■ que le 

Rrij 
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de mi -paramètre pda grand axe = —~ — ; 3°. quefi 
la fe£tion conique eft une ellipfe, a fera pofitif comme 
nous J'avons fuppofé; que Ci a eft infini, la feclioii 
fera une parabole; qu'enfin (i a eft négatif, la feclion 
fera une hyperbole. Soir donc la viteflé abfolue de 
projection g, telle que gg=2f'k', p' érant la pe- 
fanteur, ou — (car pour plus de fimplicité 6c de 
facilité, nous fuppofons ki b terri; (phi/riquc), on aura 

— — = ; d'où il s'enfuit que la fectïan fera 

une ellipfe , fi k'<a, une parabole fi une hy- 

perbole, fi A'>j. 

3. De plus, l'angle de projection HAC étant obtus, 
& Cle foyer de la trajectoire, il eft aîfé de voir, par 
les fecttons coniques, que le fommet B de la fcâion 
doit tomber au-defïbtis de A du côté h, oppofé à H, 
fi la fe£tion eft parabolique ou hyperbolique ; d'où il 
s'enfuit que fi K = ou > a , le corps grave A ne doit 
jamais retomber fur la furface de la terre. 

4. Soit y la vitefie de projection verticale, & telle 

que y=ip' K — , G' la vitefie abfolue horï- 

fontale , en forte que G' — G foit la viiefle imprimée 
par la puifiance qui a lancé le corps ; il eft aifé de 
voir que <5'«=gA; fle (en fuppofant G'G' = 2p'p = 

-^-) > on aura gg=sG'G'-\-yy=M ■+■ -~) 
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■== -îiîL , Donc la feclion fera parabolique ou 

hyperbolique fi ^ + a efl =ou >c. 

j. Soit maintenant iîO = ia ( Fig. jo), le grand 
axe de l'ellipfe SA, décrite par le corps grave , dans 
le cas où la feûion doit Être elliptique; foit Cle foyer 
inférieur de cette ellipfe, c'eft- à-dire , le plus éloigné 
du fommet S, (je prends le foyer inférieur, parce que 
l'angle de projeaion CAS efl obtus]; foit encore G 
le centre de l'ellipfe, S MO le demi-cercle circonf- 
crit, l'excentricité GC=mz, en forte que le demi- 
paramètre p = a(i — mm). Ayant décrit l'arc AD du 
rayon CA = a, foit menée la perpendiculaire NAM 
à l'axe, & foient nommés ies angles ACD, s, Se 
BGM, a, on aura évidemment NM= a fin. 11 , GN=* 
a cof. u; A N que j'appelle i = a fin. u,V(i — mm)j 
& fin. *= ' - En, "' 1 ^- *r -- ' . On aura, de plus le rec- 
teur elliptique SAC^=BMC.V{\ — mm) = 
a3t /(i— mm) ([[-t _ m fin _ u ^ & le feaeur c j rcu T au . e 

ZMC=-^-,ou — xl'angle dont le (mus eft 



6. Maintenant, pour que le corps retombe au mÊme 
jfointd'oùilaétélancé, il faut évidemment que le temps 
employé par ce corps à parcourir l'arc elliptique AS, 
<St le temps employé par le point A de la terte ù par- 
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courir l'arc circulaire AD foient égaux entr'eux. Or 

0&.ACB &B..ACD 
ces temps font entr eux comme — : - ; 

donc, à caufe de G'=gh, & de p ou a(i — mm) = 
ileft clair que (i on fuppofe 6(7=-^-, 
on aura la proportion fuivante ; a'- V( i — mm) {u-J-m 
(in. u ) : a' x angl. dont le fin. = " — : : 

. V '- V{ '~— :\/'-L, ou ii+m fin. a:-^-* 
7. Cela pofé, la force centrifuge à l'équateur étant 

M M 

— — (a'); on trouvera aifément que GG = ~^—i 
& qu'ainfi l'A : : : 17 : t. Voyons donc quelle doit 
être la vitefle de projeÛîon pour que les deuï premiers 
termes de la proportion précédente foient entr'eux 
comme 17 à 1. 

B. Pour cela, on ' considérera d'abord que par la 
propriété de Mlipfe on a en général tout ravon CA=* 
a(i-t-mcor.u) [a.'), d'où il s'enfuit que CA étant 
==o, on a — = i + ni cof. u; fuppofons donc u un 
angle quelconque , & la proportion générale de l'ar- 
ticle fi, deviendra u+m fin. u : (1 -i-m cof. aj'fcang!. 
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5. Regardons maintenant u comme une confiante 
prife à volonté, égala, plus grande ou plus petite que 
SO° , maïs jamais > 1 8o° , comme le problème l'exige ; 
& dans cette fuppofition, traitons m comme incon- 
nue ; prenons u + m fin. u d'une part, & de l'autre 
( 1 4- m cof. u fix l'angle dont le finus eft ( | + n ' ia| - u * 

fin, ux</{\ — mm) pour les abfiijfe & ordonnée d'une 
courbe qui ait l'équation précédente; il s'agit, u étant" 
fuppofée donnée, de déterminer m par la coadition 
que Yabfciffe foit à l'ordonnée comme 17 à 1. 

10. Or il eft vifible, 1°. que ni étant =0 (ce qui 
eft la plus petite valeur que m puilTe avoir, puifqu'ii 
ne fauroit être négatif ) , la première abfcifTe fera = u, 
& que l'ordonnée cotrefpondante fera l'angle dont le 
finus e(l fin. u; c'eft-à-dire , u. 2°. Que dans le cas de 
m= 1 (ce qui ell la plus grande valeur que m puUle 
;ivcir ;ùms l'îsvj ot;-i] 1 prOTc;itî, où l'on fuppofe que 
la trajeûoire eft elliptique), la dernière abfciffe qui 
répond à cette valeur de m=a 1, fera i/-j-fin. u, & 
l'ordonnée correfpondante fera = o. De plus, il eft clair 
que l'nbfciffe a-hm fin. " va toujours en croulant, à 
mefure que m croît, fa différence du[_\-i-m cof. «] 
étant toujours pofitive; d'où il s'enfuit que la folution 
fera toujours pofiible, puifque la première abfcifle ti 
eft égale à l'ordonnée correfpondante, c'eft-à-dire, à 
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l'angle dont le finus eB«, & qu'il y aura par confis- 
quent entre m=o (qui donne le rapport de l'abfciife 
à l'ordonnée = i , & par confisquent <17)j & m=i , 
( qui donne le rapport de l'abfcifle à l'ordonnée = 3, 
ou ooj une valeur de m qui réfoudra le problâme (ai). 

il. Nous avons fuppofé ci-deflus (an. 9, n°. 2) 
que dans le cas de m = 1 , l'ordonnée répondante à 
l'abfcifTe if+Cm.u, & qui eft égal* à ( n-rncof. u)- x 
l'angle dont le finus eft ( ,^_' mt ^ a " 1 — ntm)x 
fin. u), eft =0, par la raifon que ce dernier linus 
eft alors t=o. Mais comme u peut Être fuppofti égal 
ou prefqu'égal à 1S0 0 , Se que par conféquent fin. un 
lin. iSo° = o, on pourroit douter fi l'angle qui ré- 
pond à l'autre fmus, n'eft pas aulïï = 180% au lieu 
d'être zéro, ce qui laifTe quel qu'incertitude dans la fis- 
lut! on précédente. 

13. Pour s'en éclaircir, il faut confidérer que par 
les recherches & les conftruâions précédentes, l'angle 
dont le linus eft ; — x fin. u 1 —mm), n'eft 
autre chofe que l'angle DCA, qui a pour cofinus 
~ — x (m cof. u) = S d'où il eft 

clair qu'en prenant u tant foit peu plus petit que 1 80% 
Ût m= 1 , ce qui donne cof. u négatif, fit < 1 , la 
quantité 1+me J. - , fera toujours poiitive , & que par 
{a! ) Vvja lîi BoMi J U En de k Mé(i°U=. 

conféquent 
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conféquent l'angle qui a ce cofinus , Et dont le (mus etl 



tant que u ne fera pas = iSo°; d'oil il s'enfuie qu'en 



point égal à i Sa" , puifqu'il y auroit alors an faut danj 
la valeur de cet angle. Donc cet angle eft = o , lorf- 
que fon finus = o. Donc la fuppofition que nous avons 
faite eft légitime. Donc il y a nécefiai rement une va- 
leur de m entre o & i , qui réfout le problème. 

ij. Si l'angle u, qu'on fuppofe donné, & d'où 
l'on lire la valeur de m par la folution de l'article 
10 ci-defius, eft tel que cof. u foit négatif, c'eft-à- 
dire, fi cet angle eft >so°, alors l'angle DCA qui 

a pour cofinus - — ■ ■ - , devient auifi >po°, tant 

que m ell < que cof. u pris pofitivement. Ceft pour- 
quoi fi on veut exprimer l'angle DCA par fon finus 

— x V( i — mm) x fin. a fuïvant les méthodes 

connues, il faut prendre gardefi, dans le cas où cof. u 
eft négatif, m eft > ou < cof. a ; dans le premier cas , 
nommant a le finus de DCA, c'eft-à-dire, -• — '—r~ x 




î°, l'angle dont il s'agit ne fera 
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14. Si donc on veut réduire en calcul la propor- 
tion de l'arc. 8 qui donne la valeur de m, celle de u 
étant fuppofée donnée , ii faudra écrire — — — p 

= „,_! — ,.&c. Ci cof. u eft pofitif, ou 'fi coC u 

étant négatif, m eft > que cof. u pris pofitivement ; 
fit il faudra écrire — — = 18a — a — 

, &c. fi cof. u étant négatif, m eft < cof. u. 
Delà on tirera la valeur arithmétique de m par approxï- 

ij. Si on vent réfoudre par un fimple tâtonnement 
arithmétique, le problème de l'art. JO, li étant donné 
à volonté, On prendra fuc ce Hivernent pour m toutes 
les valeurs pofïibles depuis o jufqu'i 1 , ou plutôt un 
certain nombre de ces valeurs , l'angle D CA, que je 



anglesO correfpondaiis , lefqucls feiont< ou >9P% 
feion que leurcofinus fera pofitif ou négatif; on fera en- 
fuite une table qui contiendra les différentes valeurs de 
""""rc 1 " 1 "" . ; on cherchera dans cette table les deux 

valeurs les plus proches de 17, l'une en-defliis, l'autre 
en-deflous , 6t la valeur cherchée de m fera entre les 

(■♦) Vo;« 1" notes i u-. J.=. cIl- tï Mentit. 
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deux valeurs de m correfpondantes. On la trouvera 
par les méthodes ordinaires d'approximation & d'in- 
terpolation. 

16. Pour refoudre encore plus exactement & plus 
facilement ce problême , on peut prendre une dixaine 
de valeurs de u, depuis 10 degrés jufqu'à 170, St une 
dixaine de valeurs de m depuis o jufqu'à 1 , corref- 
pondantes à chacune des valeurs de u, ce qui donnera. 

100 valeurs différentes de — '——ft parlemoyen 

defquelles on trouvera facilement celles qui donnent 
— - ■ — — =17, & qui font diffiirentes félon 

la valeur qu'on fuppofe à u (n'). 

17. Quand on aura connu m , en fuppofànt u donné 
à volonté, on aura facilement l'angle BCA(Fïg. ^p), 
l'angle de projeflion HA C , fon fmus A, & la viteffe 
de projeftion horifontale abfolue G ; d'où l'on déduira 
la viteffe abfolue de ptoje£tion = Se par~con- 
féquenc le corps devra être lancé par la main ou par 
i'inftrument avec une viteffe horifontale = G' — G, & 
avec une viteffe verticale =V(g— G'')= ^'- ^l .. 

iB. Il eft aifé de voir par ce qui précède, que i'ex- 
preflion de la viteffe G' effi *'*•*'"—'> ^ 
l*<) V«y« [« bob» J fa £1 & « Mémoire. 
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çue («t. *) .< . -.«)- - , & 
que a= ^ "„ r . • A I ' lî g ar< ' du finlls * de l'angle 
/iJC, en remarquera, pour le trouver plus aifément, 
que fc éotangente de l'angle CAh eft •= — ^JJ^ — 

! 1 (tSSt) » * "ir - » >""» 

it & il variable ; donc cette cotangente efl 

__£S_J_.o,r,,,.n (i ,, t . ■*)- "•',^^7' ' 

& coC il (ibiJ.)^ ^ "^"b ' donc fu ' J ' lilu: ' nt > oa 

trouve que la cotangente dont il s'agit eft — /;] mm) j 

exprellîoii très -Il m pie; d'où il s'enfuir que la tangente 
du complément, c'efi-à-dire, la tangente de l'angle 
CAh que la ligne de projection forme avec la verti- 
cale, eft W ■ 

ip. Lorfqùe le corps ^ eft lancé Amplement de bas . 
en haut, fuivant AF, nous avons vu ci-deflus qu'il 
ne dévoie pas retomber exactement 6c rigoureufement 
au môme point, mais que le point A eft en », lorfque 
le corps retombe en a. Pour trouver ac, on conGdé- 
rera que le fedteur ACn eft exademenr = ABaC, 
6c qu'ainfi op -'^t ■ ■. Or quand la vlteflé de 
(a « ; Vcjn 1« ™ 1 li ïn * « Mtasjn. 
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peu confidérable , & peut être cenfé une ligne droite^ 
& la courbe aEA peut auffi être cenfée une para- 
bole décrite avec la viteflê horifontale initiale G = 
~— j & la vlteffe de projeflion verticale due à la 
hauteur*, c'eft-à-dire, 0" fait de plus 

par la théorie des projeâiles, que dans ce cas la 
hauteur ED de la parabole feroit — k, & la portée 
Aa = à deux fois î'efpace que le corps parcourroît 
uniformément avec la vitelfe G pendant le temps qu'il 
employeroit à remonter à la hauteur k, c'eft-à-dire , 
égale deux fois à - — . ^ ^ . Donc en fubili- 

tuant pour G fa valeur ~~~rj- ' on aura jia = 

donc I'efpace fenfiblement parabolique 

ir^Ble.™ ^f-M. 

20. Comme les corps pefans parcourent i; pied» 
par féconde, le corps tombant de la hauteur k, ou 
pouvant s'élever à la hauteur k , parcourroît unifor- 
(a>) Vcy*. In noges à U fin d. « «ta™,. 
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mément l'efpace a A pendant le temps qu'il mettroit à 
tomber de cette hauteur k , c'efi-à-dire, pendant un tempj 
= a ^l x :'": - ; donc fa vitefle fera = „'^ 1 '^'' ; 
donc fi on fuppofe cette viteiTe telle qu'il parcourre 
uniformément l'efpace r pendant une féconde , on aura 

ai. Donc le rayon de la terre a étant = i joo lieues , 
ou environ ijoox afooxS pieds , on aura, en faifanc 

t~=>i pieds, "*= ( . IM .„ ill , ( „ ) , t ,, 1 | B , )1 ,^ i 



a2. Soit n=i}PC3, c'efl-à-dire , fuppofons que la 
vitefle verticale avei laquelle le corps cil h:\ci foit 
telle quelle IjÎ fn partourir unifoririéTer.i p.tiî 

pjr féconde, on aura a«= ' ; , ~ '• donc 

(à caufe de J. 17= p = JO ( i-rM . & de = & 
peu près 3(1 — T ) ) , la valeur de a. a fera à peu près 
= — x (-+-T — 75) = environ 71 pieds. 

aï. Si a émit double de 500 pieds, c'eit-à-dire , de 
1800 pieds, la valeur de ii augmenteroit en raifon 
de aî à 1 ; c'efl-à-dire , feroit de jSB pieds ou environ, 
Se ainfi, du refle. 

24. M. Varignon dit dans la Préface de fes ConjeSures 
fur la caufi de la pefaauur , que le P. Merfenne & 
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M. Petit, Intendant des Fortifications, ayant placé un 
canon bien perpendiculairement, & ayant tiré le boulet 

avoït fait croire que le boulet n'étoit pas retombé. Il'dl 
cependant évident par ce qu'on vient de dire, qu'en fup- 
pofant même la viteifc du boulet de 1800 pieds par 
féconde, & faifant ab (traction de la relilfonce de fuir, 
il n'auroit dû retomber qua ;dS pieds environ de l'en- 
droit d'où il avoit été lancé ; d'où il s'enfuit que le 
P. Merfanne & M. Petit n'ont pas bien cherché le bou- 
let , ou l'ont peut-Être cherché trop près d'eux , dans 
la faillie perfuafion qu'il auroit du retomber à peu près 
au même lieu d'où il étoit parti. 

2;. On peut réfoudre très-limplement, par une mé- 
thode analogue à la précédente , le problème de l'ar- 
ticle 5, lorfque A a eft d'une petite étendue, & que 
ED , k, eit peu confidcrable par rapport au rayon de 
la terre. Pour cela on confidérera qu'alïn que le corps 
retombe au même endroit d'où il eit lancé, la viteffe 

abfolue de projeflion horifonrale doit être f-y j 

y étant une quantité fort petite, & que, ABa étant à 
peu-près une parabole, on aura ABaCA: ACa à très-peu 

près «muât + & toiame ^T^T 

+ y' à j~ ; d'où il s'enfuit que : a : : y : ; 
delà on drera y'= x ~ i donc prenant k à vo- 
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lonté, pourvu qu'il foït très-petit pat rapport à a, le 
rapport de la viieffe verticale à la viteflede projection 
y' fera celui de à — ïi— , ou de Va à 

— , ce qui donnera l'angle de projeSion & U vi- 
ieffe de projeÛion que la puiffaace doit imprimer au 
corps. 

aS. Puifque le rapport de la viteffe de projeâion y, 
à la viteffe verticale , eft -~- x J/"ÇL^ > il s'en- 
fuit que cette quantité eft la tangente de l'angle que 
la iigne de projeâiôn fait avec la verticale , A étant 
toujours fuppofé très-petit par rapport à a. Donc à 
caufe de k= - ~ ~ , de r=p pieds, & de a = 
iîooxjjooxS pieds j on aura ia tangente dont il 
s'agit, foie a ^—JL— i*), 

27. Puifque (art. 19) ia quantité a.a qui exprime 
la diftance du point de projeÛion au lieu plus occiden- 
tal où le corps retombe, eft " — , on aura ri- 
goureufement & généralement, en employant les noms 

& les calculs de l'art. j , ,aa= + ' " ' ^ "'Jï ~~~ 

— aaù. Celi la formule générale néceiïaire pour trou- 
ver dans tous les cas le lieu où doit retomber un corps 
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lsncJ perpendiculairement fous l'Equateur avec une vi- 
tefle-<= — - — — . Cette fuppofition donnera d'abord 
la tangente de l'angle CAO— x vi ° Mti = 

-—^■i on a de plus (art. 6) *( 2 _ mm ) = 

, c'eil-à L dire , dans le cas prêtent a(i-— min) 
= — — , puifque gghh= ■■ On a encore 

la tangente de l'angle CAO ou — ~- ma 



-; d'où l'on tirera la valeur de 

tang. il. Par ces équations on connoîtra m & Q, fle 
par canféquem u. Donc on aura an.. - 

28. Si le corps eft lancé dans le plan de l'équateur 



Op. Mac. Tom, VU. 
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les valeurs de m & de £ï, en mettant dans les calculs 
préc&lens, au iieu de - ^".^ t ~ 7 Ji T' i '~ v'ïk ' f 
&aulieu-de — ^— , H- ■ )'i ce V>i 

<i<i / \/ m , /(■"■) y. 

donnera a( i~mm)=— H — ; . 

«■_— ■■) & ^ . ^1») ^ — ■ 

1— DitoCn - i/t^'* V"t* "tn.! 

d'où Ton tirera , pour le cas dont il s'agit , les valeurs 
de m , Q fit u , on aura donc a( i — mm ) = 

^l + l / 2 ,y ; i — fficof,fl = — — ;m= 

=— -^-^--+-v , 2ï^ . Maintenant, dans le temps que 
le corps parcourt le fefleur elliptique AJiaC , ou 



u de la vjteflë ho- 



oie JlULfr* 1 **" , le paht.A.fc k t 



parcourra en vertu de la vitefle un ars que 
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divlffi par ^ilp L . Donc ca fera la diffé- 

rence de cet arc & de l'arc 2 fi. 
• aj. Si les quantités k & . font allez petites par rap- 
port au rayon de la terre, le double de J'efpace que 
le corps parcourrait horifontaiemenc avec la vitefle 
v^-l , V<\m.) - 

~TT a 1 ~ a ' P endanc le temps quil employe- 

roit à remonter à la. hauteur k, fera égal (art. i$) à 

VŒ7''(-T7W- i -^ )-^(,.*)(-L + 

, cette quantité que j'appelle a, étant multipliée 
(art. 2$ ) ^ — -i-J-k, & divifée par -~ -j. 
- ^''J" 0 - doit Être = * ~ ; d'où l'on tire 

•(4+7 - .' *; «» -' 
■'(-f^T 1 )' - '- " • (t - 

eft r u ppoK = 0) il faut que ~~=v'(Ar),<roù 
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l'on rire,^ J t ^f,&*'(iM-) = VMx-~-^ 
= à la valeur de y' trouvée ci-deffus, art. 2j , pour 
ie cas où le corps Joie retomber au même point d'où 
il ett parti (i- }. 

30. On voit aifement par tout ce qui précède, que 
pour qu'un corps lancé ilatis le plan de l'équateur re- 
tomlle au même point d'oil il eft parti , il faut nécef- 
fairement qu'il ait reçu une itnpullion horifontale ; ce- 
pendant il y aurait un cas où le corps pourroit retom- 
îjèr □ la mCme place, fans aucune imprelfion horifon- 
tale ; ce feroit celui où le fecteur elliptique iBAC 
feroit = ( jfio°-i- Aa) ■/. , ce qui donneroic 




encore plus fmiple, i—m cof. fi = , & cof. £1 = 



— ■ ; donc 1 cof. u = { i7)*( 1 — mm)j 

& fin. "=-^71^— " ( '7)' (1 — mm) = ( 17)' 
fin. — mm), d'où il eft clair qu'on aura 

■° + "" { t ,"]''.U- V, ")~""" ) «* / ('-»" I ) =!l8o ' +a ' 

[af ) V°J« i»i mi* i il 6- it <x Kimaia. 
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Or puifque cof. T^T' & S ue m = a 

. — of ^ , il eft vifible que m ne pouvant être 5» i j 

cof. Q ne fauroit Être < i _- ; donc fin. fl ne 

peut guère être plus grand que ~-, onp^^—^) = 
+ — ; 5c les deux valeurs extrêmes de m font r — 
qui donne lin. 12 = o, & i, qui donne fin. £ta 
environ j d'où l'on voit que lin, fï, & par con- 
fcquent £1 eft toujours une allez petite quantité. 
31. Soit fin. fl = a, ce qi li donne aulfi à peu-prè» 




j fécond membre. 

a=o, & r, 

ce premier membre eit infini; donc la folution 



Digirized by Google 



334 SUR LE MOÙPË ME N T 

ell toujours polîîbJe , en prenant une valeur de it 

moyenne entre-ces deux, valeurs extrêmes. 

On voit de plus qu'au lieu de [So° ou de T , 
(t exprimant le rapport de la demi- circonférence au 
rayon) on piuirroit écrire >^r, i étant un nombre en- 
tier pelîtif, & que la fulution féroit encore toujours 
poflîblc ; en çe cas on aurait t jtfo" au lieu de jfio"; 
af>. le pro.1 -'-ire aura une ù 6 drf de fulutiom p.if- 
fiblc-, en fflûlrt (ucwîT.ve.T.ent . -, à tues k> nombre* 
Km.-.- «lepjis i i^u'a l'iihï.i, & . fera le nnmhe 
ce révolutions que doil faire la rarre avant que le 
corps rerombe à la même place, étant lancé peipeu- 
dlcula.remer.t & fars aucune impulf.on hori foi. raie. 
Ayant la valeur à peu pria exaâc de a ou de SI par 
rcquaiiy, prti.cdcr.re, il fera aifd den trouver li l'on 
veut une plut rlgoureufe pir le moyeu de l'écuadon 

— ' ' "'""""j"" 1 = 1 8o " + n 

j j. Nous avons vu ci-deflus £art. 3) , que fi k' droit 
== ou !><t , la projection étant oblique , le corps ne 
retomberoic jamais fur la furface de la terre. Or de-Ià 
il réfulte un paradoxe li:i;;ii!icr , c'eft que le corps A 
peut être lancé feulement dans la direction verticale 
jiFavec une vltelTe telle qu'il ne retombe jamais fur 
la furfaee de la terre. Car foït le quarré de cette 
virefle verticale'; comme le quarré de la viteflé Iiori- 

(fl'O V°>=z 1« ■■OUI i 1* fin ce Mimoir.-. 
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fontale, que le corps requit de la rotation de la terre, 

eft - ^ } , ~ s f eft c ' a!r I" 6 le <3 uarrc de la vitefie 
abfolue gg fera = ilf (— L— + -il); donc fi cette 
quantité eft > ou = , le corps ne retombera ja- 
mais , ce qui donne A> ou =u— — j — -. En gé- 
néral, il eft aifé de voir que, (i le quatre 1 de la vitefie 
verticale eft = ou > — — , c'eft-à-dire, fi A = ou >a ll 
quelque lente que foit d'ailleurs fuppofée la rotation 
de la terre, le quarré de gg fera plus grand que ', 
& par confisquent le corps ne retombera jamais. 

34. Il paroit d'abord réTulter delà une abfurdité , 
c'eft que fi la terre ctoit en repos, et que k fut = ou 
>c, le corps ne devrait ;;;in;ii'i retomber ; quoique-le 
contraire foit évident. Mais il faut remarquer què la 
' propofition avancée , art. 3 , que le corps ne doit jamais 
retomber, fi k= ou > a, fuppofa que la vitefie ab- 
solue de projeflion ait quel qu'obliquité, fi petite qu'on 
voudra. En effet , fi la vitefie de projeflion , par exem- 
ple , étoit nulle , en forte que le corps tendît direc- 
tement au centre des forces, on trouverait par la for- 
mule gg=-^- — , que a ferait = 23, c'eft-à- 
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dire, que fe corps devrait décrire une cllipfe infiniment 
allongée donc le point de tendance ferait le foyer, ou , 
ce qui revient au même , que le corps, après être arrivé 
en ligne droite au point de tendance, reviendrait en- 
fuite fur fes pas ; ce qui eft abfurde; puifqu'il eft évi- 
dent qu'il doit alors continuer fon chemin au-delà de 
ce même point, en s'en éloignant jufqu'à une diiîance 
égale il celle d'où il eft parti, êc qu'il reviendra en- 
fuite fut fes pas , en faifant les mêmes vibrations ; d'où 

il eft clair que la formule gg=-^- — ne donne 

le vrai chemin du corps , que dans le cas où la direction 
de viteflë a quel qu'obliquité , fi petite qu'on voudra, 
lied vrai que M. Euler, dans iaMéchanique (art. Sjj), 
croit qu'un corps qu'on laifleroit tomber directement 
au point C, lorfque la force centrale eft en raifon in- 
vetfe du quarré de la diftance, doit revenir fur fes pas 
quand il eft arrivé en C Mais il eft vifible que ce grand 
Géomètre s'eil trompé fur ce point (a 11 ). 

Jf. Si le corps , au lieu d'être lancé dans le plan 
de l'équatcur, éroit lancé dans le plan d'un autre grand 
cercle, niais toujours en un point de l'équateur , 
il eft vifible qu'à cavife de l'impulfion horifontale qu'if 
Buroit néceffairement alors, oc qui fe combinerait avec 
le mouvement de h terre , il fe mouvroit dans le plan 
dun troilicine grand cercle, qui couperoït l'équateur 
à îSo" du point de depart; d'où il s'enfuit que le corps 
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ne retombera au point d'où ii elï parti , que dans ie 
cas où il arriverait à ce point de feclion après une 
demi-révolution de la terre. Dans ce cas , il e(t aifé 
de voir, par ce qui précède, qu'on aurait ii = so°, 
ou I Ji = i8o°,& l'art. 2 de i a note (a«) fur l'art. 18, 
fait voir que la folutioti eft alors polîible. 

36. On a dans ce cas gghk, ou G'G' , quarré de 
la vitelle horifontale abfolue = — — — = 



, puifque cof. H = cof. 50° = 0 ; 8t la 

tangente de l'angle CAO fera (note citée, art. 1) 

; d'où connoiifant la viteife horifontale abfolue, 011 

aura la viteife de projection verticale = — (1 — moi) 
x m'. Connoifiaiit !a vitefle du point A de l'équateur 
fuivant AB (Fig. ji), égale a , & la vitefle 

horifontale abfolue fuivant AC-= ^ M ^ ( J — f 
il fera facile, en fuppofant l'angle BAC donné, & 
prenant -^-= 17^(1 — mm), de trouver la ligne 

AD parallèle à CE, fuivant laquelle le corps doit Être 
lancé horifontalement, & la viteife de projection ho- 
rifontale fuivant AD; 6c il eft aifé de voir que Ci AD, 
Op.Mat.Tom.FU. Vv 
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étoit un méridien , l'angle DAB étant alors un angle 
droit, on auroît la vitefTe fuivant AD = 

j7. Nous avons r L ;;-pofé j-.jTqn à prcfentque le corps 
étoit lancé dans i'é'.r.K-.t^r. inippofons préfciuemc": 
qu'il foie lancé fuivant la tangente d'un parallèle, il 
e/1 évident qu'il rendra à fe mouvoir dans le plan du 
grand cercle qui touche le parallèle au point de pro- 
jection ou de départ ; & que l'eliipfe qu'il décrira fera 
dans le plan de ce grand cercle.' Donc le point où il 
retombera fera dans le plan de ce grand cercle , & par 
conféquent ne fera ni à la même longitude , ni à la 
môme latitude que le point d'où il eft parti , à moins 
que la vi telle de projeflion ne foit relie que le corps 
fane fa révolution dans (on ellipfe précisément dans 
un jour, auquel cas il cil nécelfairc que la prejcirion 
verticale foit nulle , 6c que le corps ne (bit lancé 
qu'hori fonralcment. 

j8. Si le corps fe meut dan; une dirciiion oblique au 
-pnrjllùlc j & i1;ï:is le yhw d u;! g;rand cercle qui l'Uïc avec 
je plan du parallèle un angle =_p, foit EAG (Fig. fi) 
cet angle, le point D ému fnpvr.fi' à I cquareur, Bt 
S F le rayon du parallèle ; & foient 2 Cl , 2a, les an- 
gles ou le nombre de degrés correfpondans aux arcs 
du grand cercle & du parallèle qui ont la même corde 

■ t (o" ) Vojei Lss nolti J k fin ce Miam. 
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, paifant par A, ôt perpendiculaire au plan 
du méridien DBE; on aura évidemment . ~ , =- 

—H — ; fui. a = — ■ — ; B F étant le coiinus de la !a- 

39. Maintenant, !c temps employé par un point de 
la terre à parcourir l'arc lu du parallèle , cil évi ! ;;ii- 

-?Sr — r - 81 10 '"'i" em - 

ployé par le corps grave à décrire l'arc elliptique 
qui répond à l'angle 2 H du grand cercle, eft {art. ; ), 

"'l'.'j '"" («H-wfim»)—*^!— «») x 
. . v x{a + mlin.a) x -^-^-"—-"-^--.en 



t pour G' fa valeu 



pour que les deux temps fuient én.aiix , c'eft-à-dire, 
pour que le corps retombe au mîme point du paral- 
lèle d'où il efl parti, il faut que u-i-m fin. u = 
i7«(i-t-m cof. n) I ",ouu-4-mrin.u = i7x(n-nicof.i()» 
x l'angle dont le finus ell ^ , c'eH - à - dire , dont le 

(inus eft — — en nommant n la donnée 

S F, 

qo. On fe fetl'ira donc de la même conllruclion que 
dans les art. s ôc 10 ci-delTus, à l'exception qu'on pren- 
Vvij 
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dra dans cette conflrucîion — — au lieu de fin. u; les 
conféquences feront d'ailleurs ies mêmes , 6( le pro- 
blème fera toujours poflible ; donc, 1°. connoifiant par 
ce moyen l'angle u , fit par conféquent l'angle Si , on 
aura l'angle f par l'équation fin. il = 

~y{a> "'''fa , ° - )■ 2 n - Connoifîànt l'angle / du. 

plan du grand cercle avec celui du parallèle , & la vitcffo 
horifonrale abfolue initiale G', qu'on vient d'aflîguer en 
a , u & m, on aura facilement l'angle de proje&ioh, fie 
par conféquent, comme dans l'art. 17 ci-demis, on en 
déduira la viteiîe de projection qui doit être imprimée 
au corps, & la direction que doit avoir cette projec- 
tion, pour que le corps lancé retombe au mcme point 
du parallèle d'où il eft parti. 

4.1. Ayant -ainf! trouvé les deux arcs de cercle =ïï 
& sa, il ne fera pas dillicile de voir que l'angle formé 
par ces deux arcs, a pour cofinus - fl ^ - "-^ ■ ; 
d'où l'on déduira aifément, par une méthode analogue 
à celle des art. ;r Se ;5, la vicefle de projection , la 
valeur de cette viteffie , fit le plan fuivant lequel elle 
doit être dirigée. 

42. Lorfque le corps eft lancé perpendiculairement 
en un point quelconque de la terre , autre qu'un point 
de l'équatcur , avec une vitefle telle que k foie beau- 
coup plus petit que a ; fi on nomme jf le rayon du 

{ s ' i ) Vcjtl Jts nous î la 6n de et Mimolrt. 
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parallèle, ou plutôt le coimus de la latitude, la viteffe 
horifontale du corps fera pour lors - f — ■ , & la dif T 

férence an trouvée art. ip, fera — ' - , c'eft-à- 

dire r encore plus petite que dans l'Equateur, & plus 
petite en raifon du cofinus de la latitude. 

-H- Si l'on veut que le corps retombe (au moins à 
nùs-peLi-pris) an mCme point du parallèle d'où il cil 
pani , k étant toujours beaucoup plus petit que a, il faut 
d'abord (art. précéd. & art. 2;) que fa viteffe de pro- 
jection horifontale (eftimée dans le fens du parallèle) y 
foit à la viteffe verticale en raifon de ~— x y x 
"f/" — 1 l'unité. Il faut de plus que le plan de pro- 
jection (qui efl toujours vertical) foit tellement placé 
que la direction horifontale abfolue du corps fafle un 
petir angle avec la tangente du parallèle. 

44. Pour trouver cet angle , on confidérera qu'on 
connoît à peu-près , par ce qui précède , l'Etendue 1 a 
de l'arc de grand cercle que le corps doit décrire ho- 
r : .i:ii!MliT.i;ii; jjaur retomber fci'.iibioir.eiit au même 
point. Or cet arc très-petit devant avoir la même 
corde que l'arc de pn; allé le ctirreipuudaiit, & lui étant 
fenfiblement égal , il efl aifé de trouver l'angle qu'il 
fait avec la tangente du parallèle. Cet angle (Fig. J2) 
en fuppofant BA très-petit, fera évidemment égal à 
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très-peu-près à BG divifd par SX. Or £G= à très- 
peu-près = BAx]/'( 1 —. Ç.y,KBA= 
à très-peu-près — = — r . Donc l'angle dont il 
s'agît eft à très-peu-près t?gal à — — —, — — —t= — x 
co tangente de la latitude. 

4J. Maintenant foit a ce petit angle; la vitefle du 
point A dans la direction du parallèle (viteffe à la- 
quelle le corps participe fans impulfion primitive) étant 
■ f ^ — i & la viteffe horifontale abfolue du corps, 
dans la dîreflion du grand cercle, devant être à très- 
peu-près ~~r~"+*V) & y pouvant être trouvée aifé- 
ment par les méthodes ci-defius, il eft vifible que le 
corps ( pour avoir fa direction primitive abfolue dans 
le plan de ce grand cercle) devra recevoir de la main 
ou de l'inftrumcnt qui le lance ; i". une viteffe hori- 
fontale dans le fens du méridien, ou à très- peu-près, 
laquelle fera ■= * ' r ' v ' M , ; 2 °, un e viteffe horifontale 
y dans le fcns du grand cercle, c'eft- à-dire , dans une 
direction qui faffe un angle = m' avec la tangente du 

parallèle; j". enfin, une viteffe verticale = , 

laquelle viteffe verticale eft fuppofée donnée & à vo- 
lonté, & fert à déterminer la vitefle y. 
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Toutes ces déterminations ne font pas rigoureufe- 
ment exactes, mais elles fuffifent pour une folution 
très -approchée La folution rigoureufe fe trouver? par 

4rT.Il ne nous relîeplus qu'à examiner en peu de mots, 
ce qui doit arriver à un corps lancé fous le pôle , s'il eft 
lancé dans la direction du rayon ou axe de la terre , il re- 
tonibera toujours , quelle que foit la vitefle, mais il ne 
retombera jamais , s'il eft lancé tant foit pt'.i obliquement 
avec une viteflë^, telle que g 1 foit >- ■ ~ J > —. C'ell une 
fuite des art. 32, 33 & 34, Enfin, fi g 1 eft <-^- 
& la direction oblique, le corps retombera, mais non 
pas au pôle, il retombera à quelque 11 droit du méridien 
dans le plan duquel il aura été lancé, & il fera aifé 
par les recherches précédentes, de trouver ce point, 
c cli-a-dire, l'angle Cl , puifque£, h, & a font donnés; 
c v-ft-i-dire , la diilance initiale au fover, la viietie ini- 
ciale & fa direction. On aura en effet a(i — mm) = 
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NOTES 

SUR LES 

DÉMONSTRATIONS PRÉCÉDENTES. 



Note (a ! ) , article j, 

XjE rapport de la force centrifuge à l'attraction fous 
l'Equateur, n'ell pas rigoureufement mais cette frac- 
tion étant un nombre quarré, on s'y elt arrêté pour 
fa commodité du calcul." On pourra mettre dans les 
calculs fuivans , f à la place de 28$ , & Vf à la place 
de 17. 

Note article 8. 

On peut remarquer en pa/Tant que fi on mène CP 
perpendiculaire à M G prolongée, on auraauffi MP = 
a(i + nicof. u), d'où il s'enfuit cette propriété de 
rellîpfe , que MP eff toujours = CÂ\ ce qui donne 
un moyen très-facile de conllruire l'ellipfe par plufieurs 
points , en décrivant du foyer C comme centre , ôc 
du rayon MP l'arc DA, qui coupe l'ordonnée MN 
en A. 

Note (aï), article 10. 
1. Four rendre cette folution générale encore plus 
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nette & plus facile , noua en donnerons un exemple 
dans un cas tris-fimple. - .- 

Soit u = po'', on aura a = n, & il faudra qu'on 
ait cette proportion, po 0 -t- m t angl. fin. V{\ — mm) :: 
17.1. Pour fatisfaire à cette proportion, & trouver 
la valeur de m qui en rcïulte , on décrira d'un rayon 
quelconque QK (Fig. ;j) le quart-de-cercle KPS, 
8c la trochoide KNR dont les ordonnées VN foient 
égales aux arcs KP; fuppofant enfuite QF=QR, 
8C le cc-finiu QV de l'arc KP*=m, (le rayon QK 
étant <=[), on aura FV^= po°-(-m, f iV = angl. 
lin. /(] — mm). Donc fi on prend QZ = -^- = 

, ôc qu'on tire FZ , cette ligne FZ ira couper 

la trochoide eu un point N , qui donnera la valeur de 
Q y=m. La valeur de m étant connue, on aura celle 

/»ViY(,-..] |/«VC— *«) 
de G , ou gk = - = — , 

dans le cas préiênt ; donc pour que le corps retombe 
au même point d'où il eft parti, la vitcfle horifontale 
de projection imprimée par la main ou par finftrumcnr, 

c'eil-à-dire, G' — G, doit Être = t ' MV ''~"" 1 

' t'a 

■ — — dans le cas préfent. 

2. Il efl de plus-évident, que dans ce même cas, 
ou CA = a = a, la tangente en A fera parallèle à 
GB, puifque le point A eft alors le point du milieu 
Op.Mai.Tom.rU. X< 
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del'ellipfe BAO; d'où il s'enfuit que h=v'(i — mm), 

& que la vireflc abfolue de projeÛîon g ou ~'(art.8) 
*™ ' ,/'[ '—m ) " ' < * oric ' a vireffe t de p^ojeetïoti verti- 
cale fera telle que yy=~S- — - — C' = — G —--- =^ 
- ^ — , c'eft-i-dire, que la viteffe y doit être dûe à 
la hauteur — — . 

. 3. Donc en fuppofant u = 90% il faut pour que le 
corps retombe au niuiue point d'où il cil parti, qu'il 
foi: lance" obliquement , de manière que l'angle de la 
ligne de prO]et"lion avec la verticale, ait pour li;ius 
V{i — mm), & que la vitefie verticale foit dûe à la 
hauteur — ,.m fiant donné par la conftrufiton ex- 
pose ei-deflus. - 

4. On peut aifément avoir m ou V{ 1 — mm) par 
approTtlnwrion , en coniïdérant que puifque KP^* 

— — l — , on aura d'abord à très-peu-près KP = 

; \-iuib nommant o. cette première valeur de 

KP, on aura pjus exactement KP — a. = 

a — , & ainfi de fuite, félon les méthodes con- 
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nues; en général V Q étant = i •+■ ■ — 

— , Bec. on aura, en nommant KF , \, & faifànt 

le finus total égal à l'unité, 5c îtt= au rapport'dé 
la circonférence au rayon, l'équation 17^ = — -t- 1 — 
J y. _J — —1 j & c . par le moyen de la- 
quelle on peut trouver l'arc 1 aulli exactement qu'on 
youdftu -. •- .•'*.*.■ 

j . Quant à l'arc A D, décrie parle pointé (Eig. 49 
& jo) de la terre, pendant la moitié de la chûte, il 
aura pour fmu's V(\—mm), ou le demi : petît axe AN. 

Note (a*)'i article 14. ,...-,..„, 

1. Il ne s'agit plus que île f.Hcj' laquelle des deux 
équations de l'article [ 4. il faut prendre , lorfque u eft 

encore m , ni par conféquent fi ni ■+■ cot. u. (& pofitif 
ou négatif. Or d'abord il eft évident , comme nous 
venons de le dire, que fi a n'eft pas plus grand que 
$o°, il faut prendre la première équation , puifq'ue (e 

cofinws '— , répondant au finus a . fera pour 

lors toujours polîtif. En fécond lieu quand l'angle 
DCA, ou l'angle dont le finus eft a fera =jo", on 
Xxij ' " 
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aura cof. 11= — m, & — c= 17. En troî- 

fiéme lieu , puifque m •+■ cof. u eiî pofitif tant que 
cof. 11, quoique négatif, n'eft pas aflez grand pour fur- 
paffer m, il eit clair que quand m-t- cof. 11 devient 
= 0, c'efl-à-dirc , quand l'angle DCA = so" , cette 
quantité m ■+ cof. u a toujours été pofmve auparavant, 
& par conféquent auffi le connus - ""^"^ ■ <le l'an- 
gle DCA. Or ce cofuius, après avoir été pofitif, 
& avoir paffd par zéro , doit enfuite devenir négatif! 
d'où l'on peut conclure qu'on doit employer la pre- 
mière e'quation , tant que la valeur fuppofée de u. ne 
fera pas plus grande que celle qui fatiîfait à l'équation 
— -- -■ ■— — =17; & qu enfuite il faudra prendre 
(1— m „)W 
la féconde équation. 

Note (a')i article 16'. * 

On doit remarquer que dans la triijeaoite elliptique 
l'angle CAR (Fig. 40) eit obtus, ou du moins ne 
peut Être plus petit qu'un angle droit, & qu'il n'eft 
même égal à un angle droit, qu'aux points B 6c O 
(Fig. ;o), ce qui fe prouve par la valeur a( 1 -+mcof. u) 
du rayon vetteur , dont la différence n'eft ==0, que 
quand fin. 11 = 0. Or il ell toujours néceffaire que 
l'angle CAH foit obtus, ou du moins ne foit pas 
<;so°j afin que le projectile puilfe fe mouvoir, ou 
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NOTES SUR LES DÊMONST. PRECÉ. w 
en ï élevant au - delliis de la fur&ce de la terre , ou 
tout au moins en rafant cette furface. 

Si la vitefTe de projeflion horifontale eft en fens con- 
traire de la vitefle de la terre , Ût qu'elle lui foie égale, 
alors G' — G=a, & le corps décrit une ligne droite. 
Si G' — G eft négatif, alors le point a (Fig. \g ) tom- 
bera de l'autre côté de A; ce qu'il eft inutile d'expli- 
quer plus au long. 



Note (a 1 ), article 18. 



= fin. n , & que 




n "~"' ^ e ^ P our 1 uo ' i au '' eu t ' e ' équation 

— - — " * ■ = 17, de l'article itf, on peut écrire 
HK(,-m«,ca) ^ en pre , 

nant fl pour l'inconnue, & u pour l'angle dont le finus 
e ft -- "'"^''"T On auroit aulîi dans cette hypo- 
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thèfe &=^~*y\ï~ mcof.n), &ïa "tangente de 

l'angle CAhf~^^-. .',« = '■ 

3 . Si on fu 11P ofc n.^sQ^^ojtAuta-iin,' . 

^0— «*) 6c - ' ' ' ^' U-- t t-""H^ ^ , 7 : 

I! y a donc, lorfque £l = po°, une valeur de m qui 
peut rcToudre le problême, puifqu'en faifant m= o, le 
premier membre, élt" < i 7., & qu il ell mfiiiimem grand 
11 j«=i. Cette remarque nous fera utile dans la fuite 
de ces recherches. Voyez arc.-j4. : 

3. Il peut y avoir de l'avantage à prendre l'angle £1 
pour dona4=au lieu de l'angle u, parce que cet angle 
£i ;"6u 1 plutôt fon double 2 fl , exprime le temps que 
le corps lancé met à retomber fur la rerre au même 
point où il eft parti. Dans ce cas , m fera toujours 
l'inconnue qu'il faudra déterminer par quelqu'une des 
méthodes indiquées ci-deffiis. :..,[-,..: , 

~~~ — " — r~~~ ^" " n " s ^ e ^'* n s' e " n e " i- ima ' s > 1 > 

( pris politivement ou négativement ) comme en effet 
elle ne doit jamais l'être; car li elle l'étQÎt, on auroit 
(fin. fl)'(i-mm|>i J -2i cof.' n-t-m'.cûf. il', 
ou o>n+j- aœcof.n-1-cof. n% c'efl-à-dire, o>- 
(m — cof.n)', ce qui ne fe peut, (m — cof.a)' étant 
un quarré, & par conféquetit toujours pojitif. Ou verra 
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de mt-me que l'eiprellion — d u f mus <j e 

l'angle ïi n'eftijajnais plus grande que i, pris pofiti'. 
vemeut ou. négativement. 

: - 

Jfore (fl'), article Jjj. 
i. On peut remarquer que ou — — étant = 
T ^! 1 ° t> ./on aura -^£1, ou la flèche de l'arc .^.0= 
— . Ainfi cetee flèche efl affez petite par rapport à 
BD ou k; cependant, quand on voudroit regarder 
B I) nu k con::ne comparable à cette flèche, &ADa 
comme un petit arc de cercle , Fefpace ^ if J3a formé 
parla parabole ,4 -Bo , & l'arc ^Da n'en feroit pas 
moins cenfé égal à ADav. -^£-, attendu que le feg- 
ment circulaire' ADa ,6(1 lui-même ien fi Mentent égal 
à ADax} ds la flèche Bi; H faut ob&rver encore 
que la hauteur BO 1 laquelle le corps s'élève en vertu 
de la vitefle de projection verticale efl un peu plus 
grande que fi la rotation de la terre étoit nulle ; en 
forte que 'la .vitefle de projection verticale due à la hau; 
teur k ', n'èft pas exactement J^(^iî^) ( ma is i^x 

J^iVi Ts^r) ' I ' efi f t de la P^weur A étant 
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diminué par la farce centrifuge — ; ce qui don- 
nera une valeur de a.a un peu différen» de celle que 
nous avons trouvée ; mais la différence fera très-petire 
&.comme infenfible. En général, pour avoir la valeur 
de ct.2 avec toute fexaâitude qu'on peut defirer, on 
fubltituera pour G, la quantité -^7—) / étant le rap- 
port de la force centrifuge fous l'équateur à la pefan- 
teur ou attraction primitive — ; & au lieu de 

f étant à très-peu-près égal à 288 ~; après quoi ou 
achèvera facilement le relie du calcul. 

a. J'ajouterai encore que comme la terre n'eft pas 
exactement fphérique , la quantité n'exprime pas 
exactement la pefânteur primitive fous l'équateur, & 
qu'ainfi au lieu de — & de , il faudrok mettre 
JUL ( & ■ ^j - " . *' t x étant une quantité très-peu dif- 
férente de l'unité. Cette quantité \ difparokra dans la 
valeur de au, mais il faudra avoir foin, fi on veut 
avoir une foiution rigoureufement exacte à cet égard , 
de prendre pour k la valeur qui convient à la viteife 
de proje&ion , eu égard à la pefânteur fous l'équateur, 
& au lieu de 13 pieds par féconde, qu'on fuppofe par- 
courus 
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courus par les corps pelàns , il faut prendre l'efpace 
réel & e.tafl que les corps pefans parcourent foui 
l'dquateur durant l'efpace d'une féconde. Au refte, toute* 
ces c on fi dotation s apporteront peu de changement à 
la valeur de ai que nous avons donnée. 

}. Si on avoit quelque fcrupule fur la fuppoTrrïon 
que nous avons faite de BD = a très-peu-près à k, 
■ on pourra le lever aifémem par la confidération fui- 
vante. Soit a<= i , CB = x, & au point B fommet 
de l'ellipfe , on aura par la théorie connue des trajec- 

nos Recherches fur le Syfiême du Monde , pag. 1 S , art. 8. ) 
.Miiiiuei-.unt folt 1= [ -f-r, h'- = i~ a., t dtant une quan- 
tité fort petite, ainfi que a, cette équation fe changera 

à très-peu-près en a+2i ™ o; or il eit alfé 

de voir que n = à très-peu-près — — = à très-peu- 
près . y 1 '" 9 t fit q ue M=f>aa^=-p,à caufe de a=i; 

d'où l'on voit que sk.zSs-^^t *fJO b 

Donc t— à très-peu-près k. 

Si on vouloit trouver la valeur de r plus rigoureu- 
fement, il eft clair qu'on le pourrait facilement au 

moyen de Inéquation rigoureufe -f- — ' 





Op. Mat. Tout. VU. 



Yy 
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* tc °- Mai» le calcul précédent fuflit pour 

nous donner la valeur approchée de r qui nous eft né- 
ccfiaire, 5t pour prouver que cette valeur eft feniï- 
lilemeni égale à k. Ceux qui voudront réfoudre plus 
eN;icleuic:it le prijultme dont il s'agit ici, par les va- 
leurs rigoureufes de B D & de m, le pourront aifé- 
menr au moyen de toutes les remarques précédentes. 

Non (a 8 ), article 32. 
i. Si dans la proportion de l'art. 6, l'angle u eft 
iuppofé foit petit, on aura à très -peu-près — — 7- : 

' i-t-» " " ; : 1 7 ' ' ' ° U * [rès "P eu_ P tis "7 V( 1— «») 
— (1 + »)', ou 17^(1— m)— i; Jûù l'on voit que 
m = ï — ît5 , & que 1 — mm eft à peu près = ; 
& le demi-petit axe at'li — mm) — à très-peu-près 

— , ou plus exaftement — : — — — . 

3. Oh peut aifément trouver la valeur de m par 
line approximation plus exaâe , en mettant au lieu 

de fin. u & angl. fin. {■ "^ l '~ c 2' ~) teu " valeur» 
en u dans la proponion u-hm fin. u: ( H-mcof. u)K 
angl. fin. (~7~^~) : : 17. 1 , ce qui eft toujours 
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facile quand u eft fuppofé peu confidé-rabla , pinfque 

fin. u efl alors =u — ~i , &C. & angl. 

— 77+ — ""ii ' * :c ' ' e ca * cu ' en e ^ p' ue ^ on s 1 U * 

difficile. Mais on voie aifément par ce même calcul 
que u étant fort petit, & par conféquent il fort petit, 
m ne fauroit avoir qu'une valeur à peu-près égale a 
l'unité; & comme le demi-grand axe a relie arbitraire, 
on voit que le problême a une infinité de folutions ; 
en forte qu'on peut tracer une infinité d'ellipfes dans 
lefquelles 1 — bi/ii = t £; , & qui, en faifant le rayon 
r = ij= au rayon de la terre, donneront l'angle £1, 
& par conféquent l'angle u. Cependant il faut remar- 
quer que cette folution. fiippofe que non-feulement 
l'angle n foit très-.peiit, mais aufii l'angle u. Or l'angle 
£! pourrait être fort petit fans que l'angle u le fut; 

car on a ( note a 6 ) fin. u = fin. Cl x '< î° lt 

miel — a., Se cof. n=i à très-peu- près , ea 

fuppofant Sï tres-petit, on aura fin, a= (à très-peu- 

près ) ■ fa '"^"~ a n j quantité qui n'eft tria - petite 

(il étant déjà très-petit ) que dans le cas où a elt beau- 
Yyij 
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coup pius grand que . Nous reviendrons dans un 

moment fur ce fujeti mais nous obferverons ici que 
dans le cas où u fera tris-petit, deux valeurs de u , 
toutes deux tris-petites, mais très -différentes, donnent 
deux valeurs très-diffUrentes de fi, puifque ces valeurs 
font à très-peu près proportionnelles aux valeurs de a, 
fin. fi étant = — = à très-peu-près 

i fin. hv^i— «*) , - „ - 

— — ■ , lorfque u eft fort petit. 

5. Donc réciproquement une même valeur de îl fup- 
pofée très-petite, ne fauroit donner deux valeurs de a 
tris- petites & tics- différentes. 

4. Donc lorfque le corps eft lancé avec une viteiïe 
de projection très-petite par rapport à la vitefle de ro- 
tation de la terre, il n'y a qu'une feule projefliou & 
direction à lui donner, pour qu'il retombe dans un 
temps donné au même peint d'où tl eft parti. Mais fi 
le temps 11'eft pas donné, il eft clair qu'on peut impri- 
mer au corps une infinité" de viteflês fle de directions 
différentes pour le faite tomber au même point, dans 
le cas même où fi & u feront fort petits l'un fit l'autre ; 
& dans le cas où fi & u ne fetoient pas très-petits , 
ou dans lequel fi feulement feroit très-petit, on aura 
encore une infinité de folutions , puîfquc a étant pris 
à volonté , on aura toujours une valeur correfpo'ndante 
de m. 
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On a trouvé ci-deflus (arc. 19 & fuiv. ) 

i'où il s'enfuit que Aa = — 



. Or la circonférence de 1 



d'environ scoo lieues = yooo x 2500 x fi pieds. Donc 
fe rapport de Aa à îfia" fera celui de ■ à 

5000.3500. fi, ou de à i.Doncii ft = 



iSoo (ce qui eft à peu-près la plus grande valeur pof- 

fible de n) ce rapport fera celui de ' — —à i. Ainfi 

lorfque le corps fera lancé perpendiculairement fous 
l'équateur, la plus grande valeur de A a fera de' ' 

— , c eft-à-dire , ne fera pas d'un demi-degré. 

fi. Le rayon r de l'ellipfe décrite par le corps grave 
étant il ea cfair que fi l'angle ii en fup- 

pnfé peu coiuldérable , on aura cof. fi = i à 

trts-peu-près; de plus, foît m~ 1 —a, * étant fort 
petit , on aura r = - ■ "'"" ■r - , & fi fl ! eft beau- 
coup plus petit que a, on aura l'aire du lecteur ellip- 
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tique J — - — = à très-peu-près àl'intégralede^ >= 

(*»—**)' x ~ y (1 ^-)]; intégrale facile à trou- 
ver, & par le moyen de laquelle on déterminera avec 
toute la précifion qu'on peut délirer, la valeur de l'ef- 
face -d BaD A. 

7. Il cfl vifible que fi étant fuppofé Fort petit, ainlî 
que fi 1 fera confidérablement <a, fi Q ell de l'ordre 
de a ou au-defius. 

S. Lorfque fl = o, on 1 ;i=a(i + m)= a(2 — a); 
6c tant que ii 1 eft beaucoup <«, on a r= à très-peu- 

t * t- .'(',7ii') -■'■■—>«('-•£-)' 0,el > 

pourquoi la différence des rayons qui répondent à l'an- 
gle I3 = o, & à l'angle il fuppofé très-petit, fera à 

très-peu-près , & comme l'ordonnée correlpon- 

dante efl a!i à très-peu près , ou 2aiï à très-peu-près, 
on voit que le rapport de l'abfcifle ( prife depuis le 
fommet de l'ellipfe) à l'ordonnée correfpondante , e(t 
à peu-près celui de Si à sa. 

$. De-la il réfute que fi l'abfcifle prifé depuis le 
fommet, eft beaucoup plue petite que l'ordonnée corref- 
pondante, ou n'eil pas beaucoup plus grande, on pourra 
fuppofer il' très-petit par rapport à a , fie par confé- 
quent employer la méthode qu'on vient d'indiquer pour 
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trouver l'efpace ABaDA avec toute la précïlion dont 
on peut avoir befoin. 

10. On peut encore, fi l'on veut, s'y prendre au- 
trement pour trouver l'efpace ABaDA; en confidé- 
rant, que fi £ eft le demi-petit axe, y, l'ordonnée, 
ôc x I'abfcifie prife depuis le fommei, on aura j=a 

l'on trouvera facilement l'intégrale fydx — — « 
(i.Bd.AD — 7*-^) i or l'efpace ADd*± à 
très-peu-près ~Ddx AD — j- x — ; donc, &c. 

u. Si dans fart, i de la note (a f | on fuppofe Jl 
Cl petit, que col", il pujffe Être fuppofd = i,on aura 

en mettant pour u fa valeur approchée — — ""^ , 

vé . (,'—«)» ^ .(.—■}' d , . f 

rire , comme dans l'article t de la préfente note , 
»7f(<— in)— i, 

ta. Et fi on fuppofe il très-petit, mais de manière que 
cof.Q nepuifiepas êtrefuppofé»= i dans la quantité i — m 
cof. il , alors faifant i — m =«, comme ci-deffus , on aura 

\— m cof. n=à très-peu-près t — ( i— ^-J 



jSo NOTES SUR LES DÉMONST. PRÈCÉ. 
■=„,-(- — , u = à l'angle dont le finus eft — * ■ = 

— LÏ!L" — } & l'équation fera a nès-peu-prcs 

JVbre (a*), orric/c 32. 

i. Il réfute des calculs de l'an. 28 , que fi « = o, 
on aura, en regardant fl comme fort petit, a = ï 

très-peu-près-^^-, divifé par(i ^-);d'oùfî*= 

à très-peu-près; les mêmes formules de l'art. 28, 

donnent m = t — - i j 3 i & par continuent a = Tfji 
& le demi petit axe ii'(i-*b)»-~; d'où il 
eft clair que k étant toujours beaucoup plus petit que 
a, la valeur de £ï= eft considérablement plus petite que 
celle de a ; en effet, la plus grande valeur de k, fui- 
vant l'expérience, (note (n B ) art. j) eft environ = 
■i! f°° .îl ? j ? . = 54000 pieds; & celle de a eft de lyoorf 
af«oxff pieds; or ces deux valeurs font entr'elles 
C6m&~9fi ijsxîj , ou comme 3 à laftt Ai«fi on 
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pourra faire ufage des calculs indiqués dans la note 
précédente, lorfque 1 = 0. 

3. Puifque fin. a — — —~ - 7- — , on aura fin. u 

, , 6n.m/(«- .) Vd — ■-) 

= a tres-peiiprcs — , ou x 



[fin. fi — — ] j on aura de même fon aïfément 

les valeurs approchées de cof. h=s ■ ' — ~ , & de 
1 -4-m cof. u = — ' ■ ; d'où il fera aifé de tirer 

la valeur aufii approchée qu'on voudra, de l'angle que 
nous avons nommé aû' dans l'art. 28, & qui efl pro- 
portionnel au fefleur elliptique, ou à peu-près para- 
bolique ABaDA. Je me contente d'indiquer ces cal- 
culs à caufe de leur facilité , les réfultats que nous 
avons donnés, art. 39 } fuil-f-iut d'.iilburi pour les cas 
ordinaires. 

3. Si le corps eft lancé horifontalement fous l'équa- 
teur avec une viteffe abfolueg, telle que g*= — 
— , il décrira une cllîpfe dont le grand axe fera aa, 
le peôi axe 2 av'f 1 — ma) , le demi-paramètre p ou 

a(i— mft) = — m " A j a ~'° r P our 

que le corps revienne au même point de la,'terre d'où 
Op. Mat. Tout. VU. Zz 
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il a été lancé, il faut que g foit à G comme l'aire de 
l'ellipfe à l'aire du cercle dont le rayon eft a, c'eftà- 
dire, comme a' /( 1 — mm) à a* ; on aura donc g 1 : 
G'::a.*(i—mm)\a+ } c'e(t-à-dire , - r : 7T) : 7' : 

aJ (T 1") :a "' àoac a'^t 1 ?)' 125 ! d * ou l'on dre 

aifément lit vitelfe'£, Et par conféquenc la vitefle de 
projeftion g — G, qu'il faudroit imprimer horifontale- 
ment au corps, pont qu'après un jour révolu, il revint 
au mêrue point de la terre d'où il eft parti. 

A . Si l'on fait £:C::aV(i — mm): aaxk , k ex- 
primant un nombre entier quelconque, on aura aï = 
( i-!)-u> k-; la terre fera k révolutions pendant que le 
corps en fera une ; & au bout de ce temps , le corps 
reviendra au point d'où il eft parti. 

j. Il faut remarquer que a ne doit pas être <a, au- 
trement le grand diamètre 2 a de l'ellipfe feroit plus 
petit que le diamètre 20 de la terre, 6t le corps ne 
pourrait réellement décrire cette ellipfe , à caufe de 
la folidité de la terre qui s'y oppoferoit. Or dans le 
cas préfent où k eft > 1 , il eft clair que a! étant = 

6. Si k eft une fradion = — , p étant <j, alors, 
i°. pour avoir les points où le corps & la terre fc ren- 
contreront, il faut confidérer que la terre fera une partie 
— de fa révolution pendant que le corps en fera une ; 
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a", que ai doit Être au moins dgal à ai , d'où il s^ril'uit 
qus 17 1 * 1 ne doit pas Être <i, & *<y;. Si k =»^j 
on aura a = a, le corps rafera alors continuellement 
la furface de la terre, en décrivant un cercle, fit 'en 
ne prenant point la furface, parce que fa force cen- 
trifuge détruira l'effet de la pefanieur; la (erre fera J* 
de révolution pendant que le corps en fera une, & 
le corps reviendra au point d'où il eft parti, après avoir 

parcouru un arc a, tel que a = ;fio° pris tel 

nombre de fois qu'on .voudra; la plus petite valeur' de 
a. fera — ^ — ■ ; la féconde fera double de celle-là, la 
troiiiéme, triple, &c. 

7. Si k > — — , mais = —, p étant < ou >j, le 
corps fera dans fan ellipfc q révolutions pendant que 
la terre en fera p, & le corps ne fe retrouvera qu'au 
bout de ce temps au même point d'où il ctoit parti;' 
mais il retombera fur la terre au bout d'une révolu- 
tion, fur un point différent de celui d'où il a été lancé. 
Ce point fera plus oriental, fi q eft >/?, & fi js 0 

^1 — — ) eft <i8o ; & plus occidental fi j étant 
on a ySo (1— -— ) > 160; il fera plus occidental, il 
q eft. <p, & 3S0 (y— i)<n.3iîo-*-i8o, n étant 
un nombre entier pofitif , en y comprenant zéro ; & 
Zzij 
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plus oriental, fi q étant <p, on a 3 6o (Jj — , ) > 

, alors Je corps ne pouvant décrire 
è de la folidite de la terre, décrira 
n rafant la terre, avec une vireife uniforme 

— -~pV & il preflerak terre avec l'excès de & pe- 
fanteur fur la force centrifuge , c'eil-à-dire, avec une 

s . 11 faut remarquer encore que l'exprcflïon dï g, 

favoir — ) , ne permet pas que aa foit 

<û, puîfqu'alors £ feroit imaginaire; ainfi dans ce cas 
mÈme ou k eft < — , on ne fauroii fuppofer k telle 

que s iKE< '7 )' **3 j r °" <» ; donc ' 71 *' ne fauroit Ét re 
<T ,&ft< T^7T- ■■ . 
10. Dans ce dernier cas, g-G :: V^( 2 r) : 

— , flr. fi #eft >G, le corps lancé ne retrouvera le 
point Joù il cit parti, qu'après avoir parcouru un arc 
* , tel que 1 — = jtfo 0 , pria tant de fois qu'on 
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voudra. Si G~g, le corps reliera toujours au même 

point de U terre, parce qu'alors a — = o. Enfin 

fi <J>g, il faudra que a= )5o pris tant de 

fois qu'on voudra. 

il. On voit aifément que dans le cas préfent, où 
I7Aeft<(, on aï/"( 2 ^)< i;& qu'ainfi 

-— - < 1 7 ; mais peut être beaucoup moindre que 

17, & même = ou prelque =o fi 2 eft 

= o ou fore petit. 

Note {a'"), article 44. 

* 1. En gênerai, fi dans le problême de l'art. S, on 
vouloit que le corps grave A retombât au point a , 
non pas après que le point A de la terre auroit dé- 
crit l'arc A a, mais après qu'il auroit décrit l'arc Aa-±* 
3S0, ou en général Aa+f.^So", p étant un nombre 
entier politif , ce qui dans tous les cas feroit «tomber 
le corps grave au même point, on auroit dans la pro- 
portion de l'art. 8, (i + m cof. u )» x (p. 36a -t-H)y 
au lieu du fécond terme de cette proportion, lequel 
eft égal à cof. u.)~fà% & les ordonnées de la 

courbe qui fert à trouver m {voyez ce même art. 8), 
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feraient augmentées de la quantité ( i — m col", u)' x 
p. 360", en forte que la dernière ordonnés (répon- 
dante à m = 1 ) , au lieu d'être égale à zéro comme 
dans l'art, a , ferait égale à ( 1 — m cof. u'y- xpx îfio". 
Donc fi cette ordonnée priiè 17 fois eft plus petite 
que i'al'll V.'i;. i;irrd\>o ridante h fin. u , l'angle u étant 
fuppofé donné, la folution fera toujours poflible. On 
voit de plus, par les art. 30 & ji , que dans ie cas 
dont il s'agit ici , la folution e(i toujours polTible, en 
fuppofant même que le corps foit lancé verticalement, 
fans aucune impullion horifontale, pourvu qu'il le foit 
avec la viteife convenable. 

3. Donc en général ayant trouvé (art. 10) l'angle 
u & la quantité m correfpondante , qui doivent faire 
retomber le corps au même point, après que le point 
A aura décrit l'arc Aa=*2&, on trouvera de mÉme 
& par une méthode analogue , lorfque la chofe fera 
pofiible , quelle eft la viterfe de projection néceffaire 
pour faire retomber le corps au même point après que 
!e point A de la terre aura décrit l'arc ï£1-+-/j . 30V, 
& on peut , fous ce point de vue , alfigner différens 
angles & différentes vitefies de projection , qui feroient 
toutes retomber le corps au même point d'où il eft 
parti ( foit avant que la terre -ait fait une révolution, 
foit quand elle en aura fait un nombre donné. 

3, Il eft prefqu'ïnutile de remarquer que dans le cas 
delà note (a' ) fi G'— G, cas où le corps décrit une ligne, 
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droite verticale , on aura Aa = o, (Fig. 49) & aa. ou 

i7.îf(2fto)i & fi G' — G étoit négatif, alors a*. 
au lieu d'être = A* — Aa feroit =^1+^0, le 
point 0 fe trouvant alors de l'autre côté de 4- 

Note (a"), mikh 55. 

Nous avons fuppofé dans les recherches précé- 
dentes, que la viteffe de rotation de la terre étoit don- 
née, comme elle l'èft en effet; mais fi elle ne l'étoit 
pas , il feroit très-facile de trouver quelle elle devroit 
Être , pour que le corps A lancé avec une vïtelfe & 
une direction donnée, retombât au même point ; car 
ayant décrit l'ellipfe AS a, que doit parcourir le corps 
en vertu de fa viteffe & de là direction , fie connoifTant 
fa viteffe horifontale en A , on multipliera cette vi- 
teffe par le fetteur circulaire ACa, & on la divifera 
•par le fetreur elliptique ABaC, ce qui donnera ia 
viteffe de rotation de la terre. Cette confidération peut 
faire comprendre aux LeQeurs même les moins Géo- 
mètres , la vérité du paradoxe avancé au commence- 
ment de ce Mémoire, favoir, qu'il faut imprimer au 
corps lancé une certaine viteffe horifontale, pour qu'il 
retombe précifément au même point. Car il eft aîJÏ 
de voir que ABaC étant <ACa, la viteffe de ro- 
tation de la terre fera plus petite que la viteffe hori- 
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ibntale abfolue du corps A. D'où il eft évident que le 
corps A doit nécefla ire ment recevoir quelque vitefle 
horifontale de la part de la main ou de l'inftrument 
qui le lance, indépendamment de la vkelTe horifontale 
qu'il reçoit néceiïairement de la rotation de la terre. 

Note (a")) article 55. 

1. Ayant trouvé l'eilipfe ABa. (Fig. is) que le 
corps doit décrire pour retomber au nicme point d'où 
il eft lancé, il eft évident que Ci au point B de l'eilipfe 
ABa, le corps eft lancé horifontalement avec une 
vitefle abfolue égale à celle qu'il a en ce point, il 
retombera précifément au point de la terre placé ver- 
ticalement au-deffous de B ; car ce point eft D , 6c 
il eft évident pat les folutions précédentes, que le point 
J) décrira l'arc Da pendant que le point B décrit 
l'arc Ba. Si donc la vitefle abfolue imprimée au corps 
en B, étoit= G ^ B , c'eft-à-dire, égale à la vite (Te 

que le point B ceçoit par la rotation de la terre , le 
corps n'auroit befoin d'aucune vitefle horifontale de 
projeûion pour retomber au point D, quand ce point 
D feroit arrive" en A. 

• .a. Or il eft d'abord évident que ce cas ne fauroit 
avoir lieu fl BD eft fort petit par rapport à AC, Car 

en ce cas BA eft prefqu'une parabole, 6c = 
à 
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aDx(— BD+— ) ' 

à trèi-peu-ptèi — -jj. = i + — . 

Donc fi les vitefles en 5, font entr'elles comme 
BC à D C, les temps par les arcs Sa, Du font en- 

treux comme -h ' B ° à i-\ BD c'eil à dire 

que le premier elt plus grand que le fécond. Donc 
Je corps lancé retomberoit fur un point plus occiden- 
tal que D. 

3. En général, le quarré" de la vïtefle en S elt = 

jtf (j — m)o-^mcrijo ^ ^ ^ ^ ^ pointa B Et D 

arrivent en même-iemps au point a, fans que le point 
B ait reçu aucune impulfion horifontale, il faut que 
le quarré de la vireffe en B foit au quarré de la vitefle 
en D, comme B C' k'DO; c'eit-à-dire, comme 
aa(i + ra)'à«', ou comme (1 -t-m)> à (, +mcof.i,)>, 
donc le quarré de la viteiïe du point D doit être = 
_- Wh — ^ g t cornme ] e q Uarr ^ ue ce[te 

vitefle doit d'ailleurs être = ■ ■ ^ ■ ; il s'enfuit qu'on 
(1— i»)(i-i-mcor. u )i 1 . 

aura ^Tî^yr -- = t^t- D=la °" OK 13 

valeur de cof. u en m; favoir, (i-i-mcof. u)i =f= 
0/>.Mnr. Tom. VU. Aaa 
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' — ! — ■ d'où l'on voir eue cof. u doit Être entre 
(i— m),,'-' 1 

i & o , 6t par confequent avoir une valeur pofiîbie, 

it fécond, & cof. u = o, le premier membre < que 
le fécond, fi m eft tel que ( i — m) i 7 * < ( i -t-m)î. 
On chercher,-, uii'.ii-o ps:-:r/ U-i rourbes de l'art, p , dont 
les coordonnées font u + nifin. u & [i -Hnicof.a)' A, 
celle qui fatisfait en même - temps , & par la même 
valeur de m, à !a condition précédente , & à la pro- 
portion de l'art 6. Par-là on connoîtra u & m, & 
on aura facilement enfuite le demi-axe s a de cette 

ellipfe, c'eft-à-dire, iH _ mmf — j &la hauteur BD= 
a { i + m) —-a. 

JVbw (o'Oj wiicfc 40. 

Sok JUP (Fig. l'arc de grand cercle & MN 
l'arc de petit cercle , à qui la corde en queftion eft 
commune, les tangentes QM, RM de ces deux arcs 
donneront le plan tangent de la fphere en M, lequel 
fera perpendiculaire au plan du grand cercle MP ; or 
le plan DCF (Fig. 52) qui coupe les deux arcs par 
la moitié fera aulfi perpendiculaire au plan du grand 
cercle M P. Donc la commune fedtion R Q du pian 
tangent & du plan D CF fera perpendiculaire au plan 
MP, & par confequent à MR. De plue, il eft aifé 
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de voir que AIR Se MQ feront tes tangentes dea dtux 
arcs; & que la tangente de l'angle oj , repreTenté par 
l'arc NM=-^-i donc cof. RMQ au -™ =. 
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S. I L 

Sur la rotation d'un corps de figure quelconque. 

s de figure quelconque 
tourne, ou plutôt pirouette d'une manière quelconque 
fur ion centre de gravit , il y a toujours une ligue paf- 
fant par ce centre, autour de laquelle le corps tourne 
dans un inftant quelconque, ligne qui peut varier pour 
chacun des inlians de mouvement. J'ai donné dans le 
Tome I de mes Opufc. pag. s; & fuiv. , les équations 
néceflaires pour déterminer à chaque infiant la polition 
de cette ligne ou axe de rotation. Voici encore une 
manière d'y parvenir , plus (impie qu'aucune que je 
connoiiTe. 

2. Imaginons une ligne à volonté, qui pafle par le 
centre de gravité du corps , ■ & que j'appellerai axe du 
corps ; fie un plan patlant aulii par le centre de gra- 
vité, Sa perpendiculaire à l'axe, plan que je nommerai 
réqtiattur du corps. Soit pris fur l'axe depuis k centre 
une longueur à volonté que j'appelle i, & foit du le 
mouvement de ce point ; faifous pafler pat la petite 
ligne du , & par l'axe du corps , un plan qui coupera 
l'cqnateur du corps en CAB (Fig. ) , C étant le 
centre de gravité ; & foit menée dans le plan de l'équa- 
teur la ligne DCE perpendiculaire à A CB. 
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3. Cela pofé, imaginons , fuivant la théorie que j'ai 
donnde à l'endroit cité , de la rotation des corps de 
figure quelconque, que tandis que l'axe 6c la ligne 
ACB, fe meuvent du mouvement angulaire du dans 
le plan qui pafle par l'axe Ôc par dm , la ligne DCE 

laire qui foit = dç à ia diftance 1 ; fuppofons enfuite 
que le mouvement angulaire du foit de C vers B, 6c 
le jnouvement angulaire di, de E vers B, il eft clair, 
1°. que tous les points placés à une dïltance quelconque 
f, perpendiculaire à la ligne DCE, auront parallèlement 

rallcle à l'Equateur, et placé à la difhnce f , 'tousses 
points éloignés de l'axe de la diftance/, auront un 
mouvement fd% dans le fens EBD. Donc prenant f 
quelconque , It on prend f ou CV tel que — = , 
il eû clair que tous les points placés dans la diagonale 
du rectangle qui a pour côtés / & / , auront des mou- 
vemens oppofés ûc égaux , 6t par conféquent feront 
en repos. Cette ligne fera donc le véritable axe de 
rotation qui ne fauroit, ce me femble, être déterminé 
par une Equation plus facile & plus fimple. 

-j. Puifqu'à chaque infiant du mouvement il y a ut* 
axe de rotation , il ell donc clair qu'il y a dans le 
corps une ligne fixe pendant chaque inllant , c'eft-à- 
dire , qui au commencement 6: à la fin de luiftant a 
la même polition. 
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t . M. Eulcr a obfervc ( Mém. de PewrfB..Tom. XX) , 
qu'il en ctoit de même pour un temps quelconque i 
6; nous allons prouver par un calcul tràs-fimple que 
cela eli en elTet, c'eU-ù-dire qu'en fuppofant le centre 
de gravité immobile , il y a , au bout d'un temps quel- 
conque , une ligne du corps , palïânt par le centre de 
gravite" , qui fe retrouve dans la même polition où elle 
étoit au premier inflant. 

6. Pour le démontrer, imaginons que l'axe du corps 
foit au commencement du mouvement , & au bout 
d'un temps quelconque r, dans deux fituations diffe^ 
rentes fie quelconques; & par ces deux polirions, ima- 
ginons un plan qui coupe l'équateur en ACBi cela 

7. Je fuppofe , pour ne point me répéter, qu'on aie 
ici fous les yeux le Tome I de nos Opufcuks, II e 
Mémoire , je nomme n l'angle formé par les deux 
lituations de l'axe au commencement du mouvement, 
& au bout du temps t; & faifant pour abréger a — 
b = f , j'aurai d'abord , page 7s du volume cité , 
V = / fin. n -t-/ cof. n cof. ( l -+- P) ; enfuite , 
comme on peut fuppofer le plan de proje&ion tel que 
e = a, j'aurai (ibid.) lin. e = o, et cof. e = i; donc 
u=/cof. n— /fin. n cof. (£-t-P); & Gn. 

8. Or il faut trouver le point où ces valeurs font 
les mêmes que lorfque i=«o, J*c=o , fI = o, ce qui 
donne les trois équations 
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f fin. n-*-/cof. ncof. (Ç-HP)=/cof. g, 

/ cof. n—/ fin. n cof. iX-*P) = f , 

f Jm.(£-t-P)*=/fin. É. 

S- Les valeurs de ~ tirées des deux premières 

équations, donnent - = 

~ ,! Lr. n-T ~ '' 1 d ' oil ^ ô«-£^-=cof.(£- t -P) 

"C j^l, ' + ^] = - °" | "tn 3 -'Xn" i iJonc 
— cof. 5 = cof. ; de plus , la trolfiétiie équa- 

tion donne fin. £ = fin. (£+P); d'oïr il eft clair que 
l-J-P doit être = t8o — g; & que par confiSquent 

£ = — . Cette valeur de % & la valeur trouvée 

de — donneront évidemment la portrion de la ligne 
qui a la mÈme pofition au bout du temps c, qu'elle 
avoir lorfque i= a. Car il n'y a qu'à faire l'angle 
ACF=% = ~~— — »; 8i prendre/^ --- ^ - — ; 
fi la valeur de /e(l pofitive, il faudra prendre CF=f, 
& la prendre de l'autre côté fi elle eft négative. La 
diagonale du rectangle formé fur CF & fur f , menée 
par le point C, fera évidemment la ligne qu'on cherche. 

10. Nous avons fuppofé que cette ligne paffe par 
le centre de gravité, autour duquel le corps pirouette; 
mais fi on faifoit pirouetter le corps autour d'un autre 
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point fixe quelconque, il eft clair que k même propo- 
fition aurait lieu , fit qu'il y aurait toujours une ligne 
paiTant par ce point qui aurait la même pofition au 
bout du temps r, & lorfque r = o. 

1 1. Imaginons préfentement que le corps foit libre j 
il eft clair que le mouvement de chaque point fera 
compofé d'un mouvement égal & parallèle à celui du 
centre de gravité, ou d'un autre point quelconque, ôt 
d'un mouvement de pirouettement autour de ce point ; 
d'où il eft aifé de conclure que la ligne que nous ve- 
nons de voir conferver fa pofition , demeurera paral- 
lèle à elle-même, fi le centre de gravité", ou le point 
quelconque par lequel elle paffe, eft fuppofé fe mou- 

ii. Donc non-feulement une des lignes qui paflent 
par le centre de gravité, fera parallèle à elle-même, 
au bout du temps /, fit lorfque r=o, mais toutes les 
lignes menées dans le corps parallèlement à celle-là, 
auront la même propriété; ce qui eft évident par la 
rigidité du corps, 

1J. Nous avon; Ji: ci - ddi'iiî (net. 7; qu'on pe\jr 
fuppofer le plan de projection tel que e = o, fit que 
de plusn = o lorfque 1=0. En effet, on peut prendre 
pout ce plan de projection , celui qui patte par l'axe 
& par la ligne D CE , dans le premier infiant du mou- 
vement ; ce qui donne d'abord n = o lorfque t~a; 
£t comme outre cela l'axe du corps eft fuppofé (au 
commencement ôc à la fin du cemps r ) dans le plan 
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qui pafle par cet axe 6c par la' ligne ACB, il ifen- 
fuit qu'à la fin du temps r la ligne DCE n'a point 
changé de pofition fur le plan de projection , ce qui 

14. Nous avons auffi fuppofé (art. j) que le mouve- 
ment d a était parallèle à CB, & dans le Te™ CB , & 
que le mouvement d% le faiibit de E vers B, en forte 
que le mouvement du point V eft parallèle à CB & en 
fens contraire ; fi un fiai de ces deux mouvemens 
avoit une direûion contraire à celle que nous leur fup- 
pofons , il faudrait prendre CV de l'autre côté de C; 
mais fi tous les.deux avaient une direction contraire, 
V refteroit du côté où il efl dans la figure. 



Sur l'intégration de quelques équations 
différentielles. 

j. J'AI donné, il y a plus de trente ans, dans les 
Mém. de FAcad. de Berlin, la méthode d'intégrer cer- 
taines équations linéaires à plufieurs variables , en mul- 
tipliant ces équations par des coefficiens confiant in- 
déterminés, & en les ajoutant enfemblc. On .pourrait 
plus généralement ftippofer que le coefficient multi- 
plicateur foit variable , ce qui donnerait l'intégration 
Op. Mat. Tarn. FIL . Bbb 
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■ tfiïH plufieurs cas. Soit ,■ par exemple , 
dt-i- fudx = o, 
du-\-stdx = o, ■ 
s Se f étant des fonâions de x, & multiplions h fé- 
conde équation par une fonction indéterminée \ de 
on aura rft+Çrfn(/«-t-»|()(fjt=è, ou J(i-t-^) + 

{fu-\-*%t j^-^xdx=^o, qui fera évidemment 

intégrable, fi f — ~ = l *{°ï, )■ 

2. On pourrait auflî multiplier la première c5qi:;!tîo-i 
par un autre coe/liuiT.i ii-Jâtrmmé ç', ce qui donneront , 
en les ajoutant enfemble %dt + %du-i- { f %u -+- 
dx^o, ou 4f »+?«) + (/ 

dx = o; équation qui fera intégrable lï 

fi' — ~ -ï-4r 

3. Soient encore les équations \du+iét-^p udx-+- 
etdx = oi & S* dt-ï-ir-du +- -audx-i-ytdx — ti , X , i, 
f>,a,î<,fi, &c. étant des fondions de x; on peut faire 
évanouir dt de l'une de ces équations , tt 'da de l'autre, 

par v, pour faire évanouir il, & enfuîte la prendre 
par fi, & la féconde par \ pour faire évanouir du; 
ce qui donnera deux tquations il; cort; farine: * 
du-+- /udx'-i- a'tdx = o, 
dl-i-a/udx-hy tdx = o; 
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& on peut obérer de même fur ces deux équations en 
multipliant la première par £' , 6c la féconde par £ 
& en ftifirat fi l'on veut 

4- Soie l'équation ddt+£ > dzdx+udx'-+-Tdx 1 = oS 
Ç, i , Tétant des fondions données ou connues de x , 
on fait que fi cette équation eH intégrable dans le cas 
de r=o, elle le fera auffi en prenant pour T telle 
fonction de x qu'on voudra. 

ï- Présentement foïc mîfe l'équation ddt-i-Çdtdx-h 

icdx 1 =o , fous la forme d d t -t- { p. -\- Ç) dtdx 

^ 1 /rJa: + («H-v)îJ' 3 ;' — B tJa:' = 0j ^ & , étant des 
fonctions quelconques & indéterminées de i. 

6. Soir fait enfuite dt-hfiidx-t-rtdx = o , a étant 
une nouvelle indéterminée, & f, e des fonctions de 

x, auffi indéterminées, on aura ddt = — fdudx ■ 

udfdx—adtdx — tdsdx ; & fubllkuant les valeurs de 
dl, de ddi, 6t de t dans les termes ddt, — pdtdx, 
& — «cdx'.ds la féconde équation, on aura les deus 
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du-\-tr'dt-i~-&udx-\~ytdx=Q. 
7. Soie multipliée la première équation par un coeffi- 
cient, indéterminé £ , qui (bit une fonction inconnue 
de x ; & foient ajoutées enfemble les deux équations , 
on aura l'équation du-)-{%-<rv')dt+{iru-*- f %u)dx 
-H"£ + y) tdx = o ; qu'on'peut mettre fou» cette 

d{u-i-Zt + v't)-t-udx(v4.f£)-i-tdx(«Z + v — 
équation qui fera évidemment intégrable, fi on 1 



8. Or comme les quantités f & o font indéterminées , 
ainfi que /i & n, d'où dépendent ht, h' ûc y, on voie 
que cette équation de condition renferme plufteurs in- 
déterminéees, par le moyen desquelles 011 pourra peut- 
être parvenir, au moins en plufieurs cas, à l'intégra- 
tion de l'équation différentielle propofée ; laquelle in- 
tégration fe réduit à déterminer i; par l'équation diffé- 
rentielle précédente. 

g. Connoïfiant £, on aura ia valeur de m-J-f+Vr 
en x, & par conféquent «cnlCt a:, de manière que 
t ne fera qu'au premier degré dans cette équation , & 
pour lors eu fubilituant cette valeur de a dans l'équa- 
tion dl-i-fudx-i-etdxmo, elle s'intégrera parles 
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DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 3S1 
méthodes connues , fit donnera la valeur cherchée de 

10. Nous laiffons aux Géomètres à pouffer plus loin 
ces vues, qui pourroieat s'étendre à plus de deux équa- 
tions, & aux équations différentielles d'un ordre plui 
élevé , pourvu que les inconnues fit leurs différence! 
n'y fuITent élevées qu'au premier degré. 

1 1. En effet, 'fi on a p lu fieurs équations différentielles 
du premier degré," il n'y a qu'à les multiplier fuccef- 
"fivement par %' , £ , Ç, &c. en fuppofanr fi l'on veut 
£'= 1 , 6t enfuiteles ajouter enfemble, & fuppofer que 
la réfultame puiïïe Être repréfentée par </(r-4-£u-H 
O'+^0 + ^'(r-H^4-O' &c -)^=o. 

13. Et fi 011 a de-, c;; lotion; di; h Vénielles d'un ordre 
plus élevé, on les réduira à phu'burs équations diffé- 
rentielles du premier degrû , en irctroduifant de nou- 
velles inconnues , comme on a Tait ci-deffus pour l'équa- 
tion ddt+ i^dtdx&Ct.^a, & on opérera enfuite fur 
toutes ces équations difféçemi elles du premier degré , 
en employant la méthode que nous venons d'ex- 

1 j. A l'occafion de ces recherches fur les équations 
différentielles du fécond ordre, j'obferverai qu'il faut 
ajouter quelque chofe à la méthode que j'ai donnée 
fut ce fujet (Mém. Acad. i7tïp,pag. 108 ), pour com- 
pletter cette méthode. Soit a' la valeur de ~ lorfque 
ï=o, valeur qu'on fuppofe donnée; il faut d'abord 
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intégrer l'équation ddt-lr a.td?* -+■ 9 i/^ ! t==o (ç étant 
une fuiiction donnée de r Se de ^) , en multipliant par 
dl, ce qui lionne dt-^al'-d^ 1 -i-a d\'f<fd[-\-è! 1 =Oi 
ôc 011 fubftituera toujours à la place de df- cette va- 
leur dans les diffère ntiarioot fuccelïïves. La raifon de 
cette opération, c'eli qu'en faifant i = Ac !i, l la valeur 
de *' doit influer fur celle de N; comme il eu ailé de 
le voir en intégrant l'équation ddt-i-a.td-Ç-ï-Bitdif 
&c. = 0. 

14. Je dois remarquer aulîi, en (huilant cet article," 
que j'ai donné, ou plutôt indiqué dans les Mémoires 
de l'Académie de 17ÛJJ, pag. 137, une méthode 
pour intégrer très-facilement, quand cela ell poffible, 
les équations différentiel les d'un degré quelconque, où 
l'inconnue & fes différences font linéaires. D'autres 
Géomètres fe font depuis exercés avec fuccès fur le 
même objet. 

J'ajouterai encore que dans les Mémoires de 
Pecerfïjourg de 1777, M. Lexell remarque avec railbn 
que la méthode que j'ai donnée dans ma Dynamique 
pour intégrer plufieùrs équations difïé-er.cidks Km^i-cs 
& du fécond ordre , qui renfermeraient plufieurs va- 
riables , 11c peur s'appliquer au cas où ces équations 
conticrdmicr.t des dilicreiuiellcs de divers ordres. Maïs 
j'ai donné depuis, dans les Mém. de Berlin de 1747 
& ailleurs, une méthode générale pour intégrer ces 
équations , fondée fur un moyen dont M. Lextti fait 
lui-mÊme ufage d'une autre manière dans le favant Mé- 
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moite quïka-.4ofljii£ relativement à sec objet fOt0~*' 

dire , "fondé fur G multiplication de toutes les équations 
par des coeffictens conftans 5t indéterminés, après les 
avoir toutes réduites à des équations différentielles du 
premier ordre ; ce qui eft très-facile, . . - - . - 
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APPEND1CE 



Contenant quelques Remarques relatives à 
différens endroits de ce VIT Volume. 



Remarque fur la page iS , art. 40 , lig. S. 



d'abord ie pentèr; parce que la courbe AM du reffort 
(Fig. 1) étant convexe vers la tangente horifontale en 
£,& les dy allant en diminuant à mefure que A M (s) 
va en croiiTant, les ddy qui feroient pofitils , fi dy 
& s croilîbient en même-temps, doivent être pris né- 
gativement quand dy décroît à mefure que s croît. Donc 
on doit faite = , &c par conféquent 

ii = A' 

Remarque fur le LU' Mémoire,, S. Il, pag. $5. 

1. Si a ell fuppofé infiniment petit, on aura évi- 
demment il = « (,€-!- .Ba-t-C»' 6cc.)> A, S, C, 
étant 




a-, i. 
pas-j— = — , comme on pourroit 
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étant des coefficïens conftans ; fit il eft à remarquer que 
ces quantités^, B , C, 6tc. font cris-grandes , fltmÊme 
infinies , fi le nombre des coups eft indéfini. En effet, 
fi n eft le nombre des coups, on a £1 = 

— — — — *^ ( ' "TA . ; en forte que A, par exemple, eft 

= i -f- 2 +4. + &c. h ' ~' - = 2" — 1, & aïnfi du 

refte. II eft d'ailleurs aifé de voir, par la nature de la 
fuppolition , & en partant de la théorie ordinaire des 
probabilités , qu'en fuppofant a très-petit , £1 doit être 
très-grande, & que néanmoins îi doit Être =0 fi n = o, 

2. Ainfi fada, lorfque a eft très-petit, fera — — •+• 
-^—H&c, & en générai fadu = 

J~- — ^— — — , quantité qui s'intégre aifément 

par les méthodes connues. 

y. Il faut ctofevér encore que dans la quantité 
f ad * le dénominateur u étant fuppofé repréfenter tous 
les nombres depuis o jufqu'à 1 , on peut fuppofer pour 
plus de limplicité a = 1 , & réduire - 0i — à fQ.dm. Mais 
cette réduction fuppofe que tous les cas font ici égale- 
ment pofiibles , & c'eft ce qui n'eft pas. Car quoiqu'on 
général il foit rrès-vraifemblable que la pièce a plus de 
penchant à tomber d'un côté que de l'autre i cepert- 
Op. Mat, Tom. VU, C c c 
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dant il eft évident qu'on peut regarder comme les cas 
les plus probables, ceux où a ne fera que peu diffé- 
rent de ; ; parce que la pièce eft toujours ( au moins 
très- probablement) couftruite de madère qu'elle n'aura 
que peu de penchant à tomber fur l'une des deux faces 
de préférence à l'autre ; le cas où a feroii = o , ou 
= i, doit être regardé comme impoflible, ou pref- 
qu'impoflibie , parce qu'il n'eft pas vraifemblable que 
la pièce ne puulè tomber jamais que fur une feule 
de fes deux faces ; & le cas où a feroit exa&ement 
& rigoureufement = 7 ferait aufli prefqu'impolfible , 
parce qu'elle fuppoferoit dans la conftruclion de la 
pièce une perfection prefqu'inadniiffible. Ainlî, pour 
rendre la folurion plus exa£le, la quantité £1 doit Être 
rH:l:i;:l:^c par i:n^ quam-iré II', ciom h prop-L'Lj foie 
telle que Si' foie = o lorfque « =0 ou 1 ; qu'elle foit 
encore = 0 lorfque a = \ ; & qu'elle foit enfin très- 
petite dans prefque tous les cas, excepté ceux où 
u = j> étant une très-petite quantité pofîtive 

ou négative ; & à l'égard du dénominateur a , il y faut 
fubftituer la quantité f£î'd«, laquelle eft à peu-près 
= 2 f, puifque tant que f eft très-petit, 11' eft prefque 
= 1 , 6t que ce cas s'étend depuis fl'==7-f- p, iufqii'i. 
n'=;— f. Je ne fais qu'indiquer ces différentes re- 
matques, & les calculs qui doivent en réfulter. On 
trouvera des recherches à peu -près du mËme genre 
dans le Tome IV de nos Opuftides, pag. 7^ & fnfcr, 
& dans le Tome II, pag. ; 7 & fuiv. 
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Remarque fur la pag. tyi , art. 134. 

Quand |e dis ici que j'ai intégnS , par des arcs de 
feclions coniques, la différentielle de l'attraction d'un 
fphéroïde, il faut fe fouvenir que l'intégration n'a été 
faite qu'en partie , puifque l'élément de l'attraction eft 
compofé d'une différentielle multipliée par une quan- 
tité logarithmique ou circulaire. Or c'efl la différentielle 
feule qui fe réduit à des ares de fections coniques ; fit 
il refte encore, pour <_T.:r';'kc:c: ]'ii'tt ; ! ;r:ui';:i , à inté- 
grer le produit de cette différentielle par la quantité 
logarithmique ou circulaire, ce qui eft le plus difficile. 
Je donne dans cet art. ij4 quelques vues pour effayer 
de réfoudre cette difficulté. C'eft-là tout ce que je me 
propofe. 

Remarque fur le LUI' Mémoire , art, 134, pag. lyz. 

1. A la féconde ligne de cette page, il faut — au lieu 
de -H, & à la première u au lieu de u'; cela pofé , voici 
la preuve de ce qu'on avance en cet endroit. Soit en 
général Xdx — V iu — d\, % étant une quantité algé- 
brique , on aura Xdx log. ( ^ x _] ) "+" ^ u I°g> 

i^T)+ Xdxl °z- A (^~r)= Xdxl °z- A - 

Ccc ij 
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âl log. A (-~f ) ; l'intégrale de la première quart- 
tité eft évidemment log. A fXdx ; l'intégrale de la 
féconde d% log. A — s ^ réduira aifément (au 
moyen de l'intégration par parties) à un feul figne d'in- 
tégration ; car on fait que l'intégrale de d% log. Ç (Ç 

étant une fonction de jc) efi Jlog. £ — Y ■ 

5. Si l'on fuppofoit Xdx-^Vda intégrable, il fàu- 
droit alors fuppofer ■ = — — — — — ; 8c en gé- 

néral fi on fuppofoit BXdx-t-Fdu. intégrable, ilfau- 
droit fuppofer que Xdx log. Ç- v '" + ' ^ — B Xdx 
log. ( ~~ ) fe réduisit à CXdx, C étant une cont- 
rante, ce qui donne log. ( ^'li - ' 1 ) — ^i°g- ( ) 
■=>C, ou (pour plus de facilité) = log. E ; d'où l'on, 
tire aifément la valeur de ^*" < ~ en a:. On doit ob- 
ferver encore que dans cette même page, lig. 7, il 
faut mettte — Ddxv'x, au lieu de -t-Ddx. 

Remarque pour h page 34. 

Il n'etî pas facile de déterminer la théorie des ref- 
forts en les regardant en partie comme des leviers, &en 
partie comme des corps flexibles. L'hypothèfe h plus 
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naturelle eft de regarder le reflort comme compofé de 
leviez infiniment petits, AB , qui fe meuvent, ou 
peuvent fe mouvoir circuiairemeur. autour d'une char- 
nière circulaire auili infiniment petite , & même infini- 
ment plus petite A c (ï'ig. jj ,n°.a); en forte qu'on ima- 
gine appliquée au point c la force du poids, rcoins ,, 
celle de l'élafiiciti: , laquelle force e(l détruite par la 
réliftance ou ter,ad;é des libres en c\ d'après cette fup- 
pofition, fi on fait la force du reflort en raifon inverfc 
du rayon de. courbure , on aura en chaque point: le 
moment du poids = — — hA, k étant l'élafticité , R 
le rayon de courbure , & A la force confiante qui vient 
de la ténacité 1 . Ce qui ne donne point d'autre différence 
dans l'équation Je l' diadique { art. 4; , pag. 18 ] qu'un 
terme Bx ajouté à la confiante C. 

Cependant le problème refteroit encore indéterminé, 
la confiante C étant toujours inconnue ; mais pour la 
déterminer^ on pourra fuppofcr (Fig. 1 } que la tangente 
en B eft parallèle aux x; car 011 ne voit pas de raifon 
pourquoi le refTort feroit en B un angle aigu avec BD. 

Il faut remarquer encore que la force de ténacité 
repréfentée par la confiante A, étant Amplement une 
force de réfillance , & non pas une force a£live , il n'y 
aura de flexion fi le moment du poids moins — eft 
par-tout < que A. 

Nous donnons ici la folutïon d'après la théorie or- 
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diniire; mail on peut y appliquer de même la théorie 
que nous avons propose (art. j> Bc fuiv.) en ayant l'at- 
tention d'ajouter pour l'équilibré Se moment confiant 
A, qui réi'uhc l:> t;i^t:ia: des fibres. Nous ne vou- 
lons que faire voir ici de quelle manière on peut faire 
entrer cette ténacité dans la folution du problème j fie 
nous invirons les Géomètres à perfectionner nos vues 
à ce fujec , li elles leur paroiffent bien fondées. 

Remarque pour k page cfî. 
La quantité nd(xu) xlog. [B — Briuu), étant in- 
tégrée par parties, donne à intégrer J~- =(enmet' 

Or en faifant riu=?%, & i — nuu—t, on verra aî- 
fément par les Mém. de Berlin, 1745, que cette in- 
tégrale dépend d'arcs dé fcflions coniques. " *' 
On peut obferver { ce qui donne de l'extenfian au 
calcul dont il s'agit) que Ja quantité complexe 

f^vd-xT - fwî>-lï? ' re F éfente é s a - 
lement, ou la différence de deux arcs d'ellipfe qui 
vont en fens contraires, ou la fomme de deux arcs 
qui vont dans le même fens , en ajoutant s'il eit né-" 
celTaire, une confiante convenable. 
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Remarque pour l'art. 112 du LUI' Mémoire. 
1. L'attraction fuivant ED eft exactement 
— — y-; & fattraâiôn en D parallè- 
le +■'**— ilrcoCj-t-rrY 

lement à CB tft " c ?) — . f up p o( - ons 

CD = & l'ange BCZ>^ u, ce qui donne a = j> 
/in. u , b = f cof. u, on trouvera que lattrïÊHbli per- 
pendiculaire à CD au poini D , efl après les réduc- 

7,. D'où il s'enfuit que li on fuppofc le point D placé 
fur une fphere ou demï-fpliere du rayon f, & qu'on 
imagine une infinité de grands cercles de cette fphere, 
paffans par le centre C, & attirans le point D, l'at- 
traction en D perpendiculaire à CD aura pour élé- 
ment : T * ' COf ' ttda ' i X ~ f r C ° f ' * 

fin. u), quantité qui s'intégrera , d'abord par rapport à 
r, enfuite par rapport à u, au moyen des formules ton- 
tine quantité de la forme — ; enfin, par rap- 

port à mais dans ce dernier cas, on aura befoin de 
la rectification des feétions coniques. 
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î- Ceci pourroit fervir à trouver la déviation du fil à 
plomb, par l'attraction d'une montagne fphérique, en 
un point quelconque D de cette montagne. Car le rayon 
CD étant très-petit par rapport au rayon de la terre, 
l'attraction perpendiculaire à CD, l'eû auffi à peu-près 
au rayon de la terre, & donne par confisquent à très- 
peu-près la déviation horifontale. 

4. Si le pendule eft au pied de la montagne, fup- 
pofée de la denfité l'attraction horifontale eft alors 
la moitié de fawaâion d'une fphère du rayon r & de 
la denfité ce qui rend h déviation facile à calculer. 

Nous ne devons pas oublier d'obferver , que dans 
l'intégrale indiqués ci-deffus (art. 2 ) les quantités dé- 
pendantes de la rectification des feciions coniques, 
doivent s'évanouir s'il eft quellion d'une fphere entière, 
& même d'un hémifphere où le point D lerolt placé 
de telle forte que l'angle DCB fut c=o;il pourroit 
de même arriver que ces quantités vinflënt à s'évanouir, 
s'il étoit queftion d'un hértiifpfiere , & d'un angle fini 
J> CB. C'eft un calcul que nous nous contentons d'indi- 
quer, & dont le réfultat pourroit Être plus fimple qu'on 
ne le croiroit d'abord. 

<f. Si on ne veut pas regarder la montagne comme 
fphérique, mais comme une mafle d'une grande étendue 
par rapport à fa hauteur, ainfi que nous l'avons fait 
dans le Tome VI de nos Opafi. pag. iS 6c fuiv. on 
pourroit alors regarder a comme très-petite par rapport 
à r ûc à *, & l'attradion fuivant BD feioit cenfée 
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= — — — , mais l'Intégration totale dé- 
pendrait toujours de la rectification des feclions co- 
niques. 

Remarque pour le LUI' Mémoire, art. IîG, page /6ÏT. 

A propos de ces folides formes par la révolution 
de FelUpfi autour de tes diamètres conjugués, on peut 
voir dans f 'Encyclopédie, au mot Ellipfi , Tom. V, 
pag. î 17 , col. 2, la démonllration très-iîmple que j'ai 
Sonnée de deux autres théorèmes connus fur ces dia- 
mètres ; favoir , que les parallélogrammes faits fur eux 
ibnr égaux , & que la fomme de leurs quartés e!t 
confiante. J'indique ici ces démon Itrations, parce que 
la méthode que j'y ai employée peut être employée 
dans beaucoup d'autres cas, pour prouver rrès-fimplc- 
irient qu'une quantité eft toujours la même , en faifant 
voir qui; fa différence eft nulle. On peut voir dans 
l'endroit cité de l'Encyclopédie, nos réflexions fur ca 

Sur le LV Mémoire, §. II. 

I. A 1 occafion des nouvelles recherches que je donne 
'dans oet article, fur la rotition d'un corps de figura 
quelconque , je crois devoir dire un mot fut la queflion 
que j'ai traitée dans le Tome IV de mes Opufc. pag. 20 
& fuiv. furies Tolides dans lefquols tout axe paÔantpar 
Op. Mai. Tarn. Vit. Ddd 
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le centre de gravité, efl un axe fpontané de rotation. 
La folution que j'ai donnée de ce problème, pag. 37, 
art. 75 & fuiv. 'n'étant que pour des ibiides peu diffé- 
rons d'une fphete, n'efl pas rigoureufement e*a£le, à 
caufe des petites quantité qu'on y néglige , fuivant la 
méthode ufite'e dans ces fortes de- queftions. Ainfi la 
rotation autour d'un axe quelconque , n'eft pas rigou- 
reufement confiante , mais feulement à un infiniment 
petit du fécond ordre près. Il en efl à peu-près ici 
comme d'un fphéroïde elliptique peu différent d'une 
fphere , & recouvert d'un fluide., tel que les denfués 
du fphéroïde & du fluide foient entr'elles comme j à 
j. J'ai démontré que ce fphéroïde feroit toujours en 
équilibre, quelque figure qu'on lui fupposât, pourvu 
qu'elle fiit elliptique & peu différente d'une fphere. Mai» 
l'équilibre n'a lieu qu'à un infiniment petit du fécond 
ordre près , à caufe des quantités qu'on néglige. Ainiï 
la recherche rigoureujt du fphéroïde dont tous les axes 

vail des Géomètres, & peut-être trouvera -t -on que 
de tous les folides homogènes il n'y a que la fphere 
qui ait exactement cette propriété. Il eft certain que 
dans la fplière (où tout eft femblable dans toutes fes 
parties ) il n'y a point de raifort pour qu'un axe foit plutôt 
que l'autre un axe de rotation uniforme, & qu'ainfl 
ils le doivent Être tous. Cette raifon n'aurait pas lieu 
pour un corps non-fphérique, Se peut-être ferait- il 
permis d'en conclure que tous les axes de ce corps 
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Indifféremment n'ont pas la propriété dont il s'agit. 
Mais j'avoue que cette preuve n'eft pas dénicmftrative, 
& que le calcul feul peut nous éclairer pleinement fui 
ce fujet. 



Fin dit feptiéme Volume. 



Dddij 



Digilized by Google 



3s.f 



Fautes à corriger dans le fipiu 

0 T. 4 , ligne *:Le-~quî tjt ûu-^Jrvanr tU 



— , lilêi 



■ 144, tigtÊ iï , au lieu de jv/t', lifts 

■ i![ , ligne ; ,iu lieu de > r, lifez < 1. 

■ &#irr 4, à compter d'm-lai, au lieu ifc multiplie), Iife\mS- 



Pa^e lé», ligne é.aulieu i, art. 36, IjÉl Ml ÎI- 

Une inadvertance de l'Imprimeur eft caufe que dans 
Y Appendice de ce Volume, l'ordre des Remarques 
n'eil pas exaflemenc (comme il i'auroit dû êrre) le 
même que celui des pr.^cs a- .:q:id!oi ces Remarques 
fe rapportent; le Lecteur dl prié d'y faire al 
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L'ordre des Remarques dans YAppendict doit être 
tel qu'il fuit: 

Ranarqur fui la page itf,....,.,,....Voy« page 3 S* de Vdpptadicti 



Xmarçacfurtzpng, 9 B, Vofa pagt 5 50. 

Rtmsrqut fui la pagt rfV,. Vo)C7- p'gff 

fî.'.n.j'ç.-^ }',:■ l'i J't'i* ■' i;i & sjl V-.'yc: page î 9/- 

■Rtmanfutfw Fan, lia i/i7- Mdn. V^z page Jfl. 
-Rimai-fct _flr /j LV- Min. S. II, Voyra pign 

Ce mfirae ordre a été rétabli tel qu'il doit être, <knt 
la Table des Titres. 
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AVIS AU RELIEUR. 

Le Relieur aura attention à bien placer les 
cartons des Tomes VII & VIII. 

11 y en a un pour le Tome VU, pages pj 
& $6. 

Pour le Tome VIII , il y en a quatre; favoir, 
un pour les pages 27 & 28; les trois autres 
{ont pour les pages 47, 48, 45, jo, fi & 

S'- 
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